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Περιέχει:  Όλη την ύλη της Β΄ Λυκείου, σύµφωνα µε το αναλυτικό πρόγραµµα

του Υπουργείου Παιδείας σε (13) ΒΙΒΛΙΟµαθήµατα που το

καθένα περιέχει:

Α. Απαραίτητες γνώσεις θεωρίας

Β. Λυµένα παραδείγµατα

Γ. Λυµένες ασκήσεις

∆. Προτεινόµενα θέµατα

Ε. Το ξεχωριστό θέµα

Θέµατα που κινούν τη σκέψη και βοηθούν στο σωστό τρόπο µάθησης.



ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Αγαπητοί συνάδελφοι,

Φίλοι µαθητές και µαθήτριες

Η καινούργια µας σειρά βιβλίων µε τον τίτλο “ΒΙΒΛΙΟµαθήµατα” δηµιουργήθηκε

από µια ιδέα µας για το περιοδικό “Εξετάσεις” της Ελευθεροτυπίας. Παρουσιάσαµε

στην εφηµερίδα τα µαθήµατα, όπως γίνονται στον πίνακα, δηµιουργώντας για το

σκοπό αυτό την πολυπληθέστερη συγγραφική οµάδα που έχει ποτέ συσταθεί,

προσπαθώντας την εµπειρία της τάξης να την αποτυπώσουµε στο χαρτί. Τη

συγγραφική οµάδα αποτελούν καθηγητές συγγραφείς καταξιωµένοι στη συνείδηση

γονιών και µαθητών για την ποιότητα της δουλειάς τους.

Η συλλογική αυτή προσπάθεια, εµπλουτισµένη, σε σχέση µε το υλικό που παρου-

σιάστηκε στην εφηµερίδα, απευθύνεται, αφενός στον καθηγητή που θέλει να

παρουσιάσει το µάθηµά του στην τάξη µε µια µεθοδικότητα, αφετέρου στο φιλόπονο

µαθητή που θέλει να διαβάσει, να µελετήσει και να κατανοήσει την ύλη, χωρίς να

σπαταλήσει τον πολύτιµο χρόνο του.

Γι’ αυτό κάθε µάθηµα ολοκληρώνεται σ’έναν τόµο. Στο βιβλίο που κρατάτε στα

χέρια σας περιέχονται µια σειρά από νέες, στην Ελληνική βιβλιογραφία, ασκήσεις

καθώς και συνδυαστικά θέµατα.

Ο σκοπός µας: να δηµιουργήσουµε ένα “εργαλείο δουλειάς” για όλους µας.

Η ύλη χωρίστηκε σε 13 ΒΙΒΛΙΟµαθήµατα που το καθένα περιέχει:

Τις απαραίτητες γνώσεις θεωρίας, µε παρατηρήσεις για βαθύτερη κατανόηση.

Λυµένα παραδείγµατα, στα οποία καταδεικνύεται η µεθοδολογία επίλυσής

τους σε κίτρινο πλαίσιο.

Λυµένες ασκήσεις.

Τα προτεινόµενα θέµατα µε υποδείξεις - απαντήσεις σε µπλέ πλαίσιο.

Το “ξεχωριστό θέµα”.

Όσοι από τους συναδέλφους επιθυµούν να έχουν τις λύσεις των ασκήσεων, για έλεγχο

των απαντήσεων, µε χαρά θα τις στείλουµε αν επικοινωνήσουν µαζί µας. Επίσης, θα

θέλαµε κρίσεις, παρατηρήσεις,  καθώς και επισηµάνσεις γι’ αυτή µας την προσπάθεια,

ώστε η γόνιµη αυτή ανταλλαγή απόψεων να βοηθήσει στη βελτίωση των µελλοντικών

µας εκδόσεων.

Η συγγραφική οµάδα
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9.∆ιανύσµατα





1 ∆ιανύσµατα

Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Ορισµός διανύσµατος - Πράξεις µε διανύσµατα

∆ιάνυσµα, ονοµάζουµε κάθε ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ του οποίου

έχουµε καθορίσει την αρχή και το τέλος.

Το συµβολίζουµε µε 
→

ΑΒ  ή µε µικρά γράµµατα 
→→→→
w,u,β,α ...

Προφανώς είναι 
→ →

ΑΒ ≠ ΒΑ .

Κάθε διάνυσµα χαρακτηρίζεται από:

• Τη διεύθυνσή του, η οποία καθορίζεται από την ευθεία πάνω στην οποία βρίσκεται το

διάνυσµα και η οποία ονοµάζεται φορέας.

• Τη φορά του.

• Το µέτρο του δηλαδή το µήκος του. Το µέτρο ενός διανύσµατος 
→

ΑΒ  συµβολίζεται AB
����

.

Αν AB 1=
����

 , τότε το διάνυσµα AB
����

 λέγεται µοναδιαίο.

Αν οι φορείς δύο µη µηδενικών AB,Γ∆
���� ����

 διανυ-

σµάτων είναι παράλληλοι τότε τα διανύσµατα αυτά

ονοµάζονται παράλληλα ή συγγραµµικά.Λέµε

ότι έχουν την ίδια διεύθυνση και γράφουµε :

AB // Γ∆
���� ����

∆ύο µη µηδενικά παράλληλα διανύσµατα ονο-

µάζονται οµόρροπα αν έχουν την ίδια φορά και αντίρροπα αν έχουν αντίθετες φορές.

Αν είναι οµόρροπα γράφουµε AB ↑↑ Γ∆
���� ����

, ενώ αν είναι αντίρροπα AB ↑↓ Γ∆
���� ����

.

Αν η αρχή και το τέλος ενός διανύσµατος συµπίπτουν τότε το διάνυσµα αυτό ονοµάζεται

µηδενικό διάνυσµα και το συµβολίζουµε 0
→

.

Προφανώς το µηδενικό διάνυσµα έχει µέτρο ίσο µε το µηδέν αφού ταυτίζεται µε σηµείο.

Φορέας του µηδενικού διανύσµατος είναι οποιαδήποτε ευθεία διέρχεται απ’ το σηµείο αυτό.

Συµβατικά µπορούµε λοιπόν να θεωρήσουµε ότι το µηδενικό διάνυσµα είναι οµόρροπο ή

αντίρροπο ή κάθετο προς κάθε άλλο διάνυσµα.
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Ίσα διανύσµατα είναι τα οµόρροπα διανύσµατα που

έχουν το ίδιο µέτρο.

Αν τα ,α β
�� �

 είναι ίσα γράφουµε α = β
� �

Αντίθετα διανύσµατα είναι τα αντίρροπα διανύσµα-

τα που έχουν το ίδιο µέτρο. Στο διπλανό σχήµα τα

διανύσµατα 
→

ΑΒ  και 
→

Γ∆  είναι αντίθετα διότι είναι

αντίρροπα και έχουν  ίσα µέτρα ΑΒ Γ∆=
���� ����

. Γράφουµε τότε: Γ∆ = −ΑΒ
���� ����

.

Ονοµάζουµε γωνία των µη µηδενικών διανυσµάτων 
→
α  και 

→
β  την κυρτή γωνία �ΑΟΒ  και

τη συµβολίζουµε µε  
�

,
→ → 
α β   

ή 
�

,
→ → 
β α   

 ή απλά θ.

Είναι 
� �

, ,
→ → → →   
α β = β α         

Φανερό  είναι ότι: οο 180θ0 ≤≤  ή 0 θ π≤ ≤
και ειδικότερα:

� 0θ = , αν 
→ →
α ↑↑ β

�θ = π , αν 
→ →
α ↑↓ β

2

π
θ̂ = , αν 

→→
⊥ βα  (

→→
β,α  κάθετα)

Σχόλιο: Αν ένα απ’τα 
→→
β,α  είναι το µηδενικό διάνυσµα τότε γωνία των

→→
β,α  µπορούµε να θεωρήσουµε οποιαδήποτε γωνία θ µε 0 ≤ θ ≤ π .

Πρόσθεση - Αφαίρεση διανυσµάτων

Με αρχή ένα σηµείο Ο γράφουµε τα διανύσµατα 
→ →

ΟΑ = α  και 
→ →

ΑΒ = β . Το

διάνυσµα 
→ → → → →

ΟΒ = ΟΑ+ ΑΒ = α+ β  λέγεται άθροισµα των 
→ →
α καιβ .

θ = 0
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Παρατηρήστε ότι το τέλος του 
→

ΟΑ  είναι η αρχή του
→

ΑΒ  (διαδοχικά διανύσµατα)

Αν µε αρχή το Ο γράψουµε το 
→ → →

ΟΓ = ΑΒ = β  τότε

το 
→ → →

ΟΒ = ΟΑ+ ΟΓ  είναι η διαγώνιος του παραλλη-

λογράµµου ΟΑΒΓ.

Η διαφορά 
→→

− αβ  του διανύσµατος 
→
α  από το

διάνυσµα 
→
β  ορίζεται ως το άθροισµα του διανύ-

σµατος 
→
β  µε το αντίθετο του διανύσµατος α� ,

δηλαδή:

→ → → → β− α = β+ −α  

Από τη σχέση 
→ → →

ΟΑ+ ΑΒ = ΟΒ  προκύπτει 
→ → →

ΑΒ = ΟΒ− ΟΑ .

∆ηλαδή, κάθε διάνυσµα είναι ίσο µε τη διαφορά των διανυ-

σµάτων που αντιστοιχούν στα  άκρα του, θεωρώντας ως κοι-

νή αρχή ένα οποιοδήποτε σηµείο, έστω Ο. Τα 
→

ΟΑ , 
→

ΟΒ  λέ-

γονται διανυσµατικές ακτίνες ή διανύσµατα θέσης των

σηµείων Α και Β αντιστοίχως και το τυχαίο σηµείο Ο λέγεται

διανυσµατική αρχή ( ή σηµείο αναφοράς ). ∆ηλαδή έχουµε:
→

ΑΒ = διανυσµατική ακτίνα του Β - διανυσµατική ακτίνα του Α.

Για την πρόσθεση  διανυσµάτων ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες:

1. 
→ → → →
α+ β = β+ α 5. 

→ → → → → →
α+ γ = β+ γ ⇔ α = β

2. 
→ → → → → →   α+ β + γ = α+ β+ γ      

6. x x 0
→ → → →
α+ = α ⇔ =

3.  0
→ → →
α+ = α 7. x 0 x

→ → → → →
α+ = ⇔ = − α

4. 0
→ → → α+ −α =  

8. 
→ → → →     − α+ β = −α + − β          

Μέτρο αθροίσµατος διανυσµάτων

Έστω ,
→ →
α β  δύο µη µηδενικά διανύσµατα. Τότε ισχύει :  α − β ≤ α + β ≤ α + β

� � �

� � �

.

Αν τα ,
→ →
α β  δεν είναι συγγραµµικά ισχύει α − β < α + β < α + β

� � �

� � �

.

Αν τα ,
→ →
α β είναι οµόρροπα ισχύει α − β < α + β = α + β

� � �

� � �

.
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Αν τα ,
→ →
α β  είναι αντίρροπα ισχύει  α − β = α + β < α + β

� � �

� � �

Αν ένα τουλάχιστον από τα διανύσµατα ,
→ →
α β  είναι το µηδενικό διάνυσµα ισχύει

α − β = α + β = α + β
� � �

� � �

Πολλαπλασιασµός αριθµού µε διάνυσµα

Το γινόµενο του πραγµατικού αριθµού 0λ ≠  µε  το διάνυ-

σµα 0α ≠
�

�

είναι το διάνυσµα 
→

λ α  για  το οποίο ισχύουν :

    Είναι οµόρροπο του 
→
α  αν λ > 0 και αντίρροπο του 

→
α

    αν λ < 0.

     Έχει µέτρο λ α�

Αν λ = 0 ή 0
→ →
α =  τότε θεωρούµε ότι το γινόµενο 

→
λ α  είναι το µηδενικό διάνυσµα 

→
0 .

Βασικές ιδιότητες του γινοµένου αριθµού µε διάνυσµα

Για οποιαδήποτε διανύσµατα ,
→ →
α β  και Rµ,λ ∈  ισχύουν:

1
→ →

⋅α = α ( )
→ → → −λ α = λ −α = −λ α  

0 ό
→ → → →
α ≠ και λ α = µ α τ τε λ = µ ( )

→ → →   λ µα = λµ α = µ λ α      
→ → → → λ α ± β = λ α ± λ β   Αν 0

→ → → →
λ ≠ και λ α = λ β τοτε α = β

( )
→ → →

λ ± µ α = λ α ± µ α Αν 0α ≠
�� �

 και 
→→

= αµαλ  τότε µλ =

Συνθήκη παραλληλίας διανυσµάτων

Από τον παραπάνω ορισµό προκύπτει ότι:

Αν ,
→ →
α β  είναι δύο διανύσµατα µε 0

→ →
α ≠ , τότε:

// , R
→ → → →
α β ⇔ β = λ α λ ∈     ( Συνθήκη παραλληλίας διανυσµάτων )

Γραµµικός συνδυασµός διανυσµάτων

Αν ,α β
�

�

 είναι δύο διανύσµατα, τότε κάθε διάνυσµα 
→
δ  της µορφής: k

→ → →
δ = α+ λ β  όπου

k, λ είναι πραγµατικοί αριθµοί, λέγεται γραµµικός συνδυασµός των ,
→ →
α β .
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Παρατήρηση.

Αποδεικνύεται ότι κάθε διάνυσµα µπορεί να γρα-

φεί ως γραµµικός συνδυασµός δύο µη συγγραµ-

µικών διανυσµάτων του επιπέδου. Η γραφή αυτή

είναι µοναδική. ∆ηλαδή αν :

1 1x y
→ → →
δ = α+ β  και 2 2x y

→ → →
δ = α+ β

τότε ισχύουν 
21

xx =  και 
21

yy =

∆ιανυσµατική ακτίνα του µέσου ευθυγράµµου τµήµατος.

Το σηµείο Μ είναι µέσο του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ, όταν και µόνο όταν, ισχύει:

1

2

→ → → ΟΜ = ΟΑ+ ΟΒ  
Πράγµατι, έχουµε:

→ → → → → →
ΑΜ = ΜΒ ⇔ ΟΜ− ΟΑ = ΟΒ− ΟΜ ⇔

1
2

2

→ → → → → → ΟΜ = ΟΑ+ ΟΒ ⇔ ΟΜ = ΟΑ+ ΟΒ  
.

Βασικές διανυσµατικές σχέσεις σε τρίγωνο ΟΑΒ

Αν Κ, Λ, Μ είναι τα µέσα των πλευρών του τριγώνου ΟΒΑ,όπως φαίνεται στο επόµενο

σχήµα, ισχύουν:

1. 
→→→→

=++ 0BOABOA

2. 
→ →

ΑΒ = −ΒΑ

3. 
1 1 1

2 2 2

→ → → → → →
ΑΜ = ΑΒ ⇔ ΜΑ = − ΑΒ ⇔ ΜΑ = ΒΑ

4. 
1 1 1

2 2 2

→ → → → → →
ΒΜ = ΒΑ ⇔ Μ Β = − ΒΑ ⇔ ΜΒ = ΑΒ

5. 
→ → → → → →

ΑΜ = Μ Β ⇔ ΑΜ = − ΒΜ ⇔ ΜΑ = ΒΜ

6. 
1 1

2 2
ΑΜ = ΜΒ = ΒΜ = ΜΑ = ΑΒ = ΒΑ
����� ����� ����� ����� ���� ����

7. 
1

2

→ → → ΟΜ = ΟΑ+ ΟΒ  

( )1 1

2 2

→ → ΑΜ = ΜΒ = ΟΒ − ΟΑ ⇔ ΜΑ = ΒΜ = ΟΑ− ΟΒ  

����� ����� ���� ���� ����� �����

8.
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9.
1

2

→ →
ΚΛ = ΑΒ

10. 0
→ → → →

ΟΜ+ ΑΛ+ ΒΚ =  (το διανυσµατικό άθροισµα των διαµέσων ενός τριγώνου είναι 0
→

)

Β. ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ    ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1

Να αποδειχθεί ότι για έξι τυχαία σηµεία Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ ισχύει:
→ → → → → →

Α∆+ ΒΕ+ ΓΖ = ΑΕ+ ΒΖ+ Γ∆
Λύση

Εκφράζουµε όλα τα διανύσµατα  ως διαφορές διανυσµάτων µε αρχή π.χ. το σηµείο Α.

Έτσι 
→ → → → → →

Α∆+ ΒΕ+ ΓΖ = ΑΕ+ ΒΖ+ Γ∆ ⇔
→ → → → → → → → → →

Α∆+ ΑΕ− ΑΒ+ ΑΖ− ΑΓ = ΑΕ+ ΑΖ− ΑΒ+ Α∆− ΑΓ ⇔ 0 0
→ →

= , που ισχύει.

Παράδειγµα 1

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να προσδιορίσετε σηµείο Μ στο επίπεδο του τριγώνου τέ-

τοιο ώστε να ισχύει: 2 3 0
→ → → →

ΜΑ− ΜΒ+ ΜΓ =
Λύση

Θεωρούµε ως αρχή το σηµείο Α και εκφράζουµε όλα τα διανύσµατα της σχέσης ως διαφο-

ρές διανυσµάτων µε αρχή το σηµείο Α.

Έχουµε:

2 3 0
→ → → →

ΜΑ− ΜΒ+ ΜΓ = ⇔ 2 3 0
→ → → → → →   ΜΑ− ΑΒ− ΑΜ + ΑΓ− ΑΜ = ⇔      

Για να αποδείξουµε µια διανυσµατική ισότητα θεωρούµε ως διανυσµατική αρχή ένα

σηµείο της δοσµένης σχέσης και εκφράζουµε όλα τα υπόλοιπα διανύσµατα ως δια-

φορές διανυσµατικών ακτίνων ως προς την αρχή που θεωρήσαµε.

Π.χ. Αν η αρχή είναι το σηµείο Ο γράφουµε: 
→ → →

ΑΒ = ΟΒ− ΟΑ

Κατηγορία  - Mέθοδος   1

Όταν ζητείται να προσδιορίσουµε σηµείο το οποίο ικανοποιεί µια διανυσµατική ισότητα,

τότε προσπαθούµε να εκφράσουµε το διάνυσµα που ορίζεται από το ζητούµενο σηµείο, κι

ένα άλλο σταθερό σηµείο, συναρτήσει γνωστών σταθερών διανυσµάτων, δηλαδή διανυ-

σµάτων που δεν περιέχουν το ζητούµενο σηµείο. Γι’ αυτό θεωρούµε ως διανυσµατική

αρχή ένα από τα γνωστά σηµεία της δοσµένης σχέσης.

Κατηγορία - Mέθοδος   2



17.∆ιανύσµατα

4 3 0
→ → → →

ΜΑ− ΑΒ+ ΑΓ = ⇔ ⇔=
→→→

ΑΒ–ΑΓ3 AM4

3 1

4 4

→ → →
ΑΜ = ΑΓ− ΑΒ

Άρα το M
→

Α  προσδιορίζεται από το άθροισµα των

διανυσµάτων 
3

4

→
ΑΓ  και 

1

4

→
− ΑΒ  τα οποία είναι γνω-

στά.

∆ηλαδή το σηµείο Μ καθορίζεται ως πέρας γνωστού

διανύσµατος µε γνωστή αρχή.

Παράδειγµα 1

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Αν 
→ → →

Α∆ = κ ΑΒ+ λ ΑΓ (1) και 
→ → →

ΑΕ = λ ΑΒ+ κ ΑΓ (2) να δείξετε

ότι //
→ →

∆Ε ΒΓ ( ), Rκ λ ∈ .

Λύση

Αφαιρούµε τις σχέσεις (1) και (2) και έχουµε:

→ → → → → →
ΑΕ− Α∆ = λ ΑΒ+ κ ΑΓ− κ ΑΒ− λ ΑΓ

→ → → → →   ⇔ ∆Ε = λ ΑΒ− ΑΓ + κ ΑΓ− ΑΒ ⇔      

⇔ ∆Ε = λ ΓΒ+ κ ΒΓ ⇔
���� ���� ����

( )∆Ε = −λ ΒΓ+ κ ΒΓ ⇔ ∆Ε = κ − λ ΒΓ
���� ���� ���� ���� ����

Εποµένως 
→ →

∆Ε = µ ΒΓ  µε µ = κ − λ ,δηλαδή //∆Ε ΒΓ
���� ����

.

Για να αποδείξουµε ότι δύο µη µηδενικά διανύσµατα 
→
α  και 

→
β  είναι παράλληλα,

αποδεικνύουµε µια σχέση της µορφής 
→ →
α = λ β , όπου Rλ ∈  ή ότι είναι παράλληλα

προς τρίτο διάνυσµα.

Κατηγορία - Mέθοδος   3

Για να αποδείξουµε ότι τρία σηµεία Α,Β,Γ είναι συνευθειακά δείχνουµε ότι δύο απο

τα διανύσµατα , ,ΑΒ ΒΓ ΑΓ
���� ���� ����

 είναι παράλληλα.
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Παράδειγµα 1

Αν για οποιαδήποτε σηµεία Α, Β, Γ ισχύει 4 3 0
→ → → →

ΟΑ− ΟΒ− ΟΓ = , να αποδείξετε ότι τα

σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά

Λύση

Είναι 4 3 0
→ → → →

ΟΑ− ΟΒ− ΟΓ = ⇔ 4 3 0
→ → → → → →   ΟΑ− ΑΒ− ΑΟ − ΑΓ− ΑΟ = ⇔      

            4 3 3 0ΟΑ ΑΒ ΑΟ ΑΓ ΑΟ
→ → → → → →

− + − + = ⇔ 3
→ →

ΑΒ = − ΑΓ

Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι τα διανύσµατα 
→

ΑΒ  και 
→

ΑΓ  είναι παράλληλα και

επειδή έχουν κοινή αρχή το σηµείο Α τα σηµεία Α, Β, Γ θα είναι συνευθειακά.

Παράδειγµα 1

Αν για τα διανύσµατα , ,
→ → →
α β γ  ισχύουν 0

→ → → →
α+ β+ γ =  και 4

→ →
α = γ , 3

→ →
β = γ  τότε να απο-

δείξετε ότι 
→ →
β ↑↑ γ  και 

→ →
α ↑↓ β .

Λύση

Είναι ( )1
4 3 3 1 4

→ → → → → →

→
α β β + γ β + γ

= = γ = =
+

 και επειδή 0
→ → → → → → →
α+ β+ γ = ⇔ α = − β− γ ,

οπότε 
( )1

4 4 4 4

→ → → → → → →
α − β− γ β+ γ β + γ

= = = ⇔ β + γ = β + γ
� �

� �

, που σηµαίνει ότι 
→ →
β ↑↑ γ .

Επειδή 
→ →
β ↑↑ γ  ισχύει:  β = λγ

�

�

 µε 0λ > . Τότε:

( )0 0 1
→ → → → → → → → → →
α+ β+ γ = ⇔ α+ λ γ+ γ = ⇔ α = − λ + γ

 µε ( ) 01λ >+ , άρα 
→ →
α ↑↓ γ  και συνεπώς 

→ →
α ↑↓ β .

1. Αν δίνονται τα µέτρα των µη µηδενικών διανυσµάτων , , ,α β α + β
� �

� �

 τότε για να

δείξουµε ότι τα α
��

και β
�

,  είναι οµόρροπα εξετάζουµε αν ισχύει  α + β = α + β
� �

� �

, ενώ

αν ισχύει α + β = α − β
� �

� �

   τα διανύσµατα α
��

και β
�

 είναι αντίρροπα.

2. Αν δίνεται µια διανυσµατική ισότητα των µη µηδενικών διανυσµάτων α
��

και β
�

,

τότε:  α) , 0α ↑↑ β ⇔ α = λβ λ >
� �

� �

                β) , 0α ↑↓ β ⇔ α = λβ λ <
� �

� �

Κατηγορία - Mέθοδος   5
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Παράδειγµα 1

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και τα σηµεία ∆, Ε πάνω στην ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα τέτοια ώστε να

ισχύουν: 
2

3

→ →
Γ∆ = ΓΑ  και 

1

4

→ →
ΒΕ = ΒΓ . Αν Μ το σηµείο τοµής των Β∆ και ΑΕ να εκφράσε-

τε το 
→

ΓΜ  ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων 
→ →

ΑΒ = β  και 
→ →

ΑΓ = γ .

Λύση

Σύµφωνα µε τα παραπάνω έχουµε:

→ → →
ΓΜ = ΓΑ+ ΑΜ =

→ → → → → − γ+ λ ΑΕ = − γ+ λ ΒΕ− ΒΑ =  

1

4

→ → → = − γ+ λ ΒΓ− ΒΑ =   4

→ → → →λ    − γ+ γ− β − λ − β =      

3 4
1

4 4 4 4

→ → → →λ λ λ λ −   = λ − β+ − γ = β+ γ      
.

Επίσης  
→ → → → → → ΓΜ = ΒΜ− ΒΓ = µΒ∆− ΑΓ− ΑΒ =  

→ → → → µ ΒΑ+ Α∆ − ΑΓ+ ΑΒ =  

( ) 1
1 ·

3
µ ΑΒ µ ΑΓ ΑΓ

→ → →
− + − = ( )1 1

3

→ →µ − µ β+ − γ  
.

Πρέπει :  

3
1

3 4 44
4 3 3 4 0

4 3

λ = − µ λ + µ = ⇔ ⇔ λ − µ − λ − µ = =


2

3
λ =  και 

1

2
µ = . Άρα    

1 5

2 6
ΓΜ = β − γ
����� � �

.

Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

1. α. Να προσδιορίσετε το διάνυσµα x
→

συναρτήσει των άλλων διανυσµάτων στο σχήµα 1.

Όταν ζητείται να εκφράσουµε ένα διάνυσµα x
�

 ως γραµµικό συνδυασµό µη συγγραµ-

µικών διανυσµάτων έστω β
�

 και γ
�

, τότε:

Εκφράζουµε το διάνυσµα x
�

 ως γραµµικό συνδυασµό των β
�

 και γ
�

 µε δύο τρόπους.

Επειδή η γραφή ενός διανύσµατος ως γραµµικού συνδυασµού των β
�

 και γ
�

 είναι

µοναδική, από την ισότητα των συντελεστών προκύπτει το ζητούµενο.

Κατηγορία - Mέθοδος   6



20. ∆ιανύσµατα

β. Έστω ΑΕ, ΓΗ δύο ευθύγραµµα τµήµατα µε κοινό

µέσον ∆. Να υπολογίσετε το διάνυσµα x
→ →

= ΗΕ

συναρτήσει των διανυσµάτων 
→
α  και 

→
β  αν

→ →
− α = ∆Γ  και 

→ →
β = Α∆ . ( σχ. 2)

Λύση

α. Ισχύει: x
→ → → → → → →
α− β+ γ− δ+ ε− ζ =

β. Είναι x
→ → →

= Η∆+ ∆Ε . Επειδή 
→ →

Η∆ = ∆Γ  και 
→ →

∆Ε = Α∆
(∆ το κοινό σηµείο των  ευθύγραµµων τµηµάτων ΑΕ,

ΓΗ) προκύπτει ότι:

x
→ → → → →

= ∆Γ+ Α∆ = −α+ β    ή   x
→ → →

= β− α

Άσκηση 2

Έστω ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και Μ εσωτερικό σηµείο του τέτοιο ώστε 
1 1

2 5
ΑΜ = ΜΒ
����� �����

.

Αν Σ τυχαίο σηµείο του επιπέδου και 
→ →
α = ΣΑ , 

→ →
β = ΣΒ  να δείξετε ότι:

α.
2

7

→ → → ΑΜ = β− α  
, β.

5

7

→ → → ΒΜ = α− β  
 και γ. 

1
5 2

7

→ → → ΣΜ = α+ β  
Λύση

α. Επειδή τα διανύσµατα 
→

ΑΜ  και 
→

ΜΒ  είναι οµόρροπα από τη σχέση 
1 1

2 5
ΑΜ = ΜΒ
����� �����

παίρ-

νουµε:

2

5

→ →
ΑΜ = ΜΒ ⇔

2 2 2

5 5 5

→ → → → → → ΑΜ = ΑΒ− ΑΜ ⇔ ΑΜ = ΑΒ− ΑΜ ⇔  

7 2 2 2 2

5 5 7 7 7

→ → → → → → → →   ΑΜ = ΑΒ ⇔ ΑΜ = ΑΒ = ΣΒ− ΣΑ = β− α       .

β. 
5 5

2 2

→ → → → → ΒΜ = ΜΑ ⇔ ΒΜ = ΒΑ− ΒΜ ⇔  
5 5 7 5

2 2 2 2

→ → → → →
ΒΜ = ΒΑ− ΒΜ ⇔ ΒΜ = ΒΑ ⇔

5 5 5

7 7 7

→ → → → → →   ΒΜ = ΒΑ = ΣΑ− ΣΒ = α− β       .

γ. 
( ) 2 5 2 1

5 2
7 7 7 7

α→ → → → → → → → → →   ΣΜ = ΣΑ+ ΑΜ = α+ β− α = α+ β = α+ β      
.

σχ. 1

σχ. 2



21.∆ιανύσµατα

Άσκηση 3

Αν τα διανύσµατα α�  και β
�

δεν είναι παράλληλα, να αποδείξετε ότι το ίδιο ισχύει και

για τα  διανύσµατα u 5 3
→ → →

= α+ β , 2
→ → →
υ = α− β .

Λύση

Αν u//
→ →

υ  θα ισχύει: u , R 5 3 2
→ → → → → → = λ υ λ ∈ ⇔ α+ β = λ α− β ⇔  

( ) ( )5 3 2
→ →

− λ α = − − λ β .

Αν 5 – 0λ ≠ ή –3 – 2 0λ ≠  τότε //α β
→ →

, άτοπο. Οπότε 5 0− λ =  και 3 2λ 0 λ 5− − = ⇔ = και

3
λ

2

−= , που είναι επίσης άτοπο.

Άσκηση 4

Έστω τα διανύσµατα 
→
α  και 

→
β  (µη παράλληλα) και τα σηµεία Α, Β, Γ τέτοια ώστε

10
→ →

ΣΑ = α , 5ΣΒ β
→

=  4 3
→ → →

ΣΓ = α+ β  όπου Σ τυχαίο σηµείο του επιπέδου. Να δείξετε ότι

τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

Λύση

Αρκεί να δείξουµε ότι , R
→ →

ΑΒ = λ ΒΓ λ ∈

διότι τότε τα διανύσµατα 
→

ΑΒ  και 
→

ΒΓ
είναι παράλληλα και επειδή έχουν κοινό

σηµείο το Β, έχουν και τον ίδιο φορέα,

οπότε τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθεια-

κά.

Είναι

( )5 10 5 2 1
→ → → → → → → ΑΒ = ΣΒ− ΣΑ = β− α = β− α  

4 3 5 4 2 2 2
→ → → → → → → → → →   ΒΓ = ΣΓ− ΣΒ = α+ β − β = α− β = − β− α      

⇔  ( )1
2 2

2

→ → →
β− α = − ΒΓ

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι 
5

2

→ →
ΑΒ = − ΒΓ ή //

→ →
ΑΒ ΒΓ .Άρα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

Άσκηση 5

Θεωρούµε τα σηµεία Ο, Α, Β, Γ και τα διανύσµατα 2 5
→ → → →

ΟΑ = α+ β+ γ , 3 6
→ → → →

ΟΒ = α+ β+ γ  ,

3 4
→ → → →

ΟΓ = −α+ β+ γ . Να αποδείξετε ότι τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά

Λύση

Είναι 3 6 2 5 2
→ → → → → → → → → → → → ΑΒ = ΟΒ− ΟΑ = α+ β+ γ− α+ β+ γ = α− β+ γ  

.
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και 3 4 3 6 4 2 2
→ → → → → → → → → → → →   ΒΓ = ΟΓ− ΟΒ = −α+ β+ γ − α+ β+ γ = − α+ β− γ =      

2 2 2
→ → → → − α− β+ γ = − ΑΒ  

.

Από τη σχέση 2
→ →

ΒΓ = − ΑΒ , προκύπτει ότι τα διανύσµατα 
→

ΒΓ  και 
→

ΑΒ  είναι παράλληλα

και επειδή έχουν κοινό το σηµείο Β  έχουν τον ίδιο φορέα, άρα τα σηµεία  Α, Β και Γ  είναι

συνευθειακά.

∆. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και ορίζουµε στο επίπεδό του τα σηµεία ∆ και Ε σύµφωνα µε τις

σχέσεις  5 4
→ → →

Α∆ = ΑΒ+ ΑΓ  και 4 5
→ → →

ΑΕ = ΑΒ+ ΑΓ . Να αποδειχθεί ότι τα διανύσµατα
→

∆Ε  και 
→

ΒΓ  είναι παράλληλα.

(Υπ: Εκφράστε το 
→

∆Ε   µε αρχή το σηµείο Α).

2. Αν σε τετράπλευρο είναι  
→ →

ΑΒ = α , 
→ →

Α∆ = β , 4
→ → →

ΑΓ = α+ β  τότε το τετράπλευρο ΑΒΓ∆

είναι τραπέζιο.

(Υπ: ∆είξτε ότι 4
→ →

Γ∆ = − ΑΒ ).

3. Αν τα διανύσµατα 
→
α  και 

→
β  είναι παράλληλα, να αποδείξετε ότι το ίδιο συµβαίνει και για

τα διανύσµατα 
→
γ  και 

→
δ , όπου: 2

→ → →
γ = α− β  και 2

→ → →
δ = − α+ β .

(Απ: //α β α λ β
→ → → →

⇔ =  και υπολογίστε τα ,γ δ
→ →

)

4. Αν για οποιαδήποτε σηµεία Ο, Α, Β, Γ ισχύει  3 2 0
→ → → →

ΟΑ− ΟΒ− ΟΓ =  να αποδείξετε ότι  τα

Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

(Υπ: ∆είξτε ότι //ΑΓ ΑΒ
→ →

)

5. Αν  Α, Β, ∆, Ε, Ζ είναι σηµεία ενός επιπέδου τέτοια ώστε  2 3 2
→ → → → →

∆Α+ ΒΖ = ∆Β+ ΒΑ+ ΑΕ
να αποδείξετε ότι τα ∆, Ε, Ζ είναι συνευθειακά.

(Υπ: Εκφράστε όλα τα διανύσµατα µε αρχή το Α και δείξτε ότι //∆Ζ Ε∆
→ →

)

6. ∆ίνεται τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και τα µέσα Μ και Ν των πλευρών ΑΒ και Γ∆ αντίστοιχα. Να

προσδιορίσετε το διάνυσµα  y 2
→ → → →

= ΑΓ+ Β∆+ ΝΜ .

(Απ: y 0
→ →

= )
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7. Αν για τα διανύσµατα , ,
→ → →
α β γ  ισχύουν  0

→ → → →
α+ β+ γ =  και 

5 4

→ →

→
α β

= = γ  να αποδείξετε ότι

→ →
β ↑↑ γ  και 

→ →
α ↑↓ β .

(Υπ: Μέθοδος 5)

8. Έστω τα µη µηδενικά διανύσµατα , ,
→ → →
α β γ  µε 

→ →
α ↑↑ β  και 4

→ →
β = − γ .

i. Να προσδιορίσετε διάνυσµα x
→

 για το οποίο ισχύει :

2
α x γ α β α 4γ β x β α α β α β+ + + = − + + −
� � � � � � �

� � � �� � �

ii. Να χαρακτηρίσετε µε σωστό (Σ) ή λάθος (Λ) και να δικαιολογήσετε τον χαρακτηρι-

σµό,  την πρόταση: “Το διάνυσµα x
→

 είναι αντίρροπο του 
→
γ ”

9. Έστω τα µη µηδενικά διανύσµατα , ,
→ → →
α β γ  µε 

→ →
α ↑↓ β  και 

→ → →
α+ β = γ . Αν το µέτρο του

διανύσµατος 
→
β  είναι 2 και το µέτρο του διανύσµατος 

→ → →
α+ β γ  είναι ίσο µε το µέτρο του

διανύσµατος 
→
γ  να βρείτε την ακριβή σχέση των διανυσµάτων ,

→ →
α β .

10. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΜ, ΒΕ, ΓΖ διαµέσους

i. Να δείξετε ότι 2
→ → →

ΑΒ+ ΑΓ = ΑΜ , 2
→ → →

ΒΑ+ ΒΓ = ΒΕ , 2
→ → →

ΓΒ+ ΓΑ = ΓΖ .

ii. Να προσδιορίσετε σηµείο G του επιπέδου του τριγώνου για το οποίο ισχύει

GA GB G 0
→ → → →

+ + Γ =  υπολογίζοντας τα διανύσµατα AG
→

, BG
→

, G
→

Γ  συναρτήσει των

διαµέσων 
→

ΑΜ , 
→

ΒΕ , G
→

Γ  αντίστοιχα.

iii. Ποια χαρακτηριστική ιδιότητα έχει το σηµείο G.

iv. Πως χαρακτηρίζεται το σηµείο G στην Γεωµετρία.

11. Θεωρούµε τα διανύσµατα ,
→ →
α β  τέτοια ώστε: 0

→ →
α+ β ≠ , 0

→ →
α− β ≠ . Να αποδειχθεί

ότι:   1

→ →

→ → → →

β α
+ ≥

α+ β α− β
.
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12. Aν 
→ →

ΟΓ = λΟΑ  και 
→ →

Ο∆ = µΟΒ  µε //Γ∆ ΑΒ  να αποδείξετε ότι λ = µ. Ποιο αντίστοιχο γεω-

µετρικό θεώρηµα προκύπτει;

13. Έστω , , , 0
→ → → →
α β γ ≠  και ανα δύο µη συγγραµµικά αν //

→ → → α β+ γ  
 και //

→ → → β α+ γ  
 να αποδεί-

ξετε και //
→ → → γ α+ β  

.

14. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Μ τυχαίο σηµείο της πλευρά ΒΓ. Να αποδείξετε ότι υπάρχει

πραγµατικός αριθµός κ τέτοιος ώστε: ( )1
→ → →

ΑΜ = − κ ΑΒ+ κ ΑΓ

Ε.     ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

 Για τα διανύσµατα 
→

Αυ ,
→

Βυ ,
→

Γυ  των ταχυτήτων  τριών σωµατιδίων Α, Β, Γ αντίστοιχα, που

κινούνται στο επίπεδο, ισχύει η σχέση: 0
→ → →

Α Β Γυ + υ − υ =

Το µέτρο της ταχύτητας του Α είναι σταθερό και ίσο µε τα 
3

10
 του µέτρου της ταχύτητας του

Β και µε τα 
7

10
 του µέτρου της ταχύτητας του Γ. Να αποδείξετε ότι τα σωµατίδια Β, Γ

κινούνται προς αντίθετες κατευθύνσεις.

(Υπ.: 
Β Γ Α

υ υ υ− =
��� ��� ���

 και 
Β Γ Α

υ υ υ+ =
��� ��� ���

)



3 Εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων

Α.  ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Εσωτερικό γινόµενο

Ορίζουµε ως εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων ,α β
→ →

 τον πραγµατικό αριθµό

         

�

, , 0 0
·

0 , 0 ή 0

α β συν α β αν α και β
α β

αν α β

�� � → → → → → →

→ →

→ → → →

  
≠ ≠    =  


= =

Έστω ( )1 1x , yα
→
=  και ( )2 2x , yβ

→
=  . Αποδεικνύεται ότι:   1 2 1 2· x x y yα β

→ →
= +

Συµβολίζουµε το 
2·α α α� � �=  (εσωτερικό τετράγωνο του α

→
)

Ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου

1. αβ βα
→→ → →

=  (αντιµεταθετική).

2. ( ), Rλα β λ αβ α λβ λ
→ → →→ → →   = = ∈      

.

3. 

22

α α
→ →
=

4. α β γ αβ α γ
→ → → →→ →→ + = +  

.

5. αν α β
→ →
↑↑  τότε αβ α β

�� �→ →
= αν α β

→ →
↑↓  τότε –αβ α β

�� �→→
=

6. Aν 0α
→ →
≠  και β 0

→ →
≠  τότε 

�
1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

x x y y
,

x y x y

αβσυν α β
α β
�� �

→ →
→ →  +

= =   + ⋅ + 
.

7. Aν 0α β αβ
→ → →→
⊥ ⇔ =  ( µε , 0α β

→ → →
≠  ).

8. –1
α β

α β λ λ→ →

→ →
⊥ ⇔ =   ( µε  , 0α β

→ → →
≠  ) αν ορίζονται οι 

α

λ→ , 
β

λ→ .
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Προβολή διανύσµατος σε διάνυσµα

Έστω α
→

, β
→

 δύο διανύσµατα του επιπέδου µε 0α
→ →
≠ .

Ονοµάζουµε προβολή του διανύσµατος β
→

 στο διάνυσµα α
→

(και συµβολίζουµε 
α

προβ β→

→
) το διάνυσµα ΄ ΄Α Β

→
 που είναι η

ορθή προβολή του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ σε ευθεία

παράλληλη µε τον φορέα του α
→

.

Είναι δηλαδή   ΄ ΄
α

Α Β προβ ΑΒ→

→ →
=

Αποδεικνύεται ότι ισχύει:
α

αβ α προβ β→

→ → → →
= ⋅

Σχόλιο: Η παραπάνω σχέση “µεταφέρει” ένα εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων που

σχηµατίζουν µια γωνία φ σε εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων που βρίσκονται στην ίδια

ευθεία και αντίστροφα.

∆εν ισχύουν πάντοτε οι παρακάτω σχέσεις:

1.α β γ αβ γ
→ →→ →→ →   =      

 (προσεταιριστική ιδιότητα)  2.α γ β γ α β
→ → →→ → →

= ⇔ = (ιδιότητα  διαγραφής)

(Ισχύει :   Αν 
→→

= βα  τότε 
→→→→

= γβγα )

3. αβ α β
→→ → →

=    (Ισχύει : 
→→→→

≤ βαβα )           4. 

2 2 2

α β α β
→→ → →  =  

 (Ισχύει : 

→→→→
≤





 22

2

βαβα )

Τις αναφέρουµε γιατί είναι σχέσεις που ισχύουν στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών R
αλλά δεν ισχύουν γενικά στο εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων.

Β. ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1

Να υπολογιστεί η γωνία των διανυσµάτων (3,3)α
→
=  και (0, 2)β

→
= .

Λύση

Είναι 3 0 3 2 6αβ
→→

= ⋅ + ⋅ =  και 9 9 18 3 2α
→
= + = =  και 

2 20 2 2β
→
= + = . Άρα

Για να υπολογίσουµε τη γωνία δύο µη µηδενικών διανυσµάτων
→→
β,α  χρησιµοποιούµε

τον  τύπο 
·α βσυνφ

α β
�� �

→ →

=  , όπου φ η γωνία των δυο διανυσµάτων.

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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2
2

2
1

223
6 ==
⋅

=συνφ . Εποµένως οφ̂ 45= .

Παράδειγµα 1

Να δείξετε ότι το διάνυσµα u αβ γ α γ β
→ →→ → →→ →   = −      

 είναι κάθετο στο α
→

.

Λύση

Αρκεί το εσωτερικό γινόµενο u·α
→ →

 να είναι ίσο µε µηδέν.

Είναι:

u·α αβ γ α γ β α αβ γ α α γ β α
→ → → → → → → → → → → → → → → → →            = − = − =                        

0
→→ →→ →→ →→     αβ γ α − α γ βα =          

Άρα u α
→ →
⊥

Παράδειγµα 1

∆ίνεται το διάνυσµα u 5 3α β
� �� �
= + , όπου 2α

��
= , 1β

�
= , �( ),

3

πα β
�� �

= . Να υπολογισθεί το u
�

.

Λύση

Είναι ( )22 2 2 2
u 5 3 5 3 25 30 9= α + β = α + β = α + αβ+ β =
� �� � �� � �� ��� �

�( )2 2 1
25 30 , 9 25 4 30 2 1 9 1

2
= α + α β συν α β + β = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ =

�� �� � �� � �
100 30 9 139+ + = .

Άρα u 139=�

Για να δείξουµε ότι δύο µη µηδενικά διανύσµατα α
→

, β
→

 είναι κάθετα, δείχνουµε ότι

το εσωτερικό τους γινόµενο είναι ίσο µε µηδέν.

Κατηγορία - Mέθοδος   2

Για να δείξουµε ισότητες ή ανισότητες µε µέτρα διανυσµάτων, υψώνουµε και τα δύο µέλη

στο τετράγωνο, χρησιµοποιούµε την ιδιότητα 
2

·α α α
�� → →

=  και  γνωστές ταυτότητες .

Κατηγορία - Mέθοδος   4

Για να υπολογίσουµε το µέτρο ενός διανύσµατος που δίνεται ως γραµµικός συνδυασµός

άλλων διανυσµάτων υπολογίζουµε το τετράγωνο του µέτρου χρησιµοποιώντας τον τύπο

2
·α α α

�� → →
=

Κατηγορία - Mέθοδος   3
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Παράδειγµα 1

Έστω 
→
α , 

→
β  µη µηδενικά διανύσµατα. Να δείξετε ότι: 4 3 4 3

→ → → → → →
α− β = α+ β ⇔ α ⊥ β

Λύση
2 2 2 2

4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3
→ → → → → → → → → → → →   α− β = α+ β ⇔ α− β = α+ β ⇔ α− β = α+ β ⇔      

2 2 2 2

16 24 9 16 24 9 48 0 0
→ →→ → → →→ → →→ →→ → →

⇔ α − αβ+ β = α + αβ+ β ⇔ αβ = ⇔ αβ = ⇔ α ⊥ β

(διότι , 0
→ →
α β ≠ )

Παράδειγµα 1

Να αναλύσετε το διάνυσµα (2, 3)
→
α = −  σε δύο κάθετες µεταξύ τους συνιστώσες από τις

οποίες η µία να είναι παράλληλη προς το διάνυσµα (3, 1)
→
β = −

Λύση

α΄ τρόπος.

Έστω 1 1u (x , y )
→
=  και 2 2(x , y )

→
ν =  οι δύο συνιστώσες.

Ισχύει u
→ → →
+ ν = α  και επειδή η σχέση των διανυσµάτων είναι και

σχέση συντεταγµένων:

( ) ( ) 1 2
1 1 2 2

1 2

x x 2 (1)
u x , y x , y (2,-3)

y y 3 (2)
ν α

→ → → + =
+ = ⇔ + = ⇔  + = −

Η µία από τις δύο συνιστώσες, έστω η u
→

 είναι παράλληλη προς

το 
→
β , άρα σύµφωνα µε τη συνθήκη συγγραµµικότητας:

0y3x0y3x0
13

yx
1111

11 =+⇔=−−⇔=
−

 (3)

Η άλλη συνιστώσα, η 
→
ν  είναι κάθετη στο 

→
β . Εποµένως 

2 20 3x y 0
→→
ν β = ⇔ − =  (4)

Λύνουµε το σύστηµα των (1), (2), (3), (4) και βρίσκουµε

1

27
x

10
= , 2

7
x

10

−= , 1

9
y

10

−= , 2

21
y

10

−=  . Εποµένως 
27 9

u ,
10 10

→  = −  
 και 

-7 21
,

10 10

→ − ν =   

Για να αναλύσουµε ένα διάνυσµα σε δύο κάθετες µεταξύ τους συνιστώσες, θέτουµε

τις συνιστώσες µε άγνωστες συντεταγµένες ( παραµετρικές ) και δηµιουργούµε από

τα δεδοµένα σχέσεις µε τις οποίες υπολογίζουµε τους αγνώστους αυτούς.

Κατηγορία - Mέθοδος   5
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Βασικοί γεωµετρικοί τόποι (γ.τ.)

Παράδειγµα 1

Αν Α, Β είναι σταθερά σηµεία του επιπέδου και Ο το µέσον του ΑΒ, να βρείτε το γ.τ των

σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύουν :

i. MA·MB , R= κ κ∈
����� �����

ii. AM·AB , R= κ κ∈
����� ����

iii.
2 2

MA MB , Rκ κ
����� �����

− = ∈ iv.
2 2

MA MB , 0+ = κ κ >
����� �����

β΄ τρόπος

Έστω 1 2

→ → →
α = α + α  (1)    1 1//

→ → → →
α β ⇔ α = λβ  (2)   και 2 2 0

→ → → →
α ⊥ β ⇔ α β =  (3)

Απ’ την (1) εάν πολλαπλασιάσουµε µε β
�

 έχουµε:

2(2)

1 2
(3)

0
→→ → → → → →→ →
α β = α β+ α β⇔αβ = λ β + ⇔ ( )22 2 9

2 3 ( 3) ( 1) 3 ( 1) 6 3 10
10

⋅ + − ⋅ − = λ + − ⇔ + = λ ⇔ λ =

(2) 1
9 9 27 9

(3, 1) ,
10 10 10 10

→ →  ⇔ α = β = − = −  

(1) 2 1
27 9 7 21

(2, 3) , ,
10 10 10 10

→ → → −   ⇔ α = α−α = − − − = −      

Όταν ζητείται ο γεωµετρικός τόπος σηµείων Μ που ικανοποιούν µια διανυσµατική

σχέση, κάνουµε πράξεις σ’αυτήν για να καταλήξουµε σε απλούστερη απο την οποία

θα “φαίνεται” η ιδιότητα των σηµείων Μ.

Έστω Α και Β σταθερά σηµεία και Μ τυχαίο σηµείο του οποίου ζητείται ο τόπος.

Αν καταλήξουµε σε σχέση :

1. MA MB=
����� �����

. Τότε ο γ.τ των σηµείων Μ είναι η µεσοκάθετος του σταθερού

     ευθ.τµήµατος ΑΒ.

2. MA = ρ
�����

, όπου ρ σταθερό. Τότε ο γ.τ των σηµείων Μ είναι κύκλος κέντρου Α και

     ακτίνας ρ.

3. MA MB 0⋅ =
����� �����

. Τότε ο γ.τ των σηµείων Μ είναι κύκλος διαµέτρου ΑΒ.

4. MA B 0⋅ Α =
����� ����

.  Τότε ο γ.τ των σηµείων Μ είναι κάθετη ευθεία στην ΑΒ στο σηµείο Α.

Κατηγορία - Mέθοδος   6
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Λύση

1. Από τη σχέση MA·MB k, k R= ∈
����� �����

, αν Ο το µέσο του ΑΒ

έχουµε:

( )( )MA·MB k MO OA MO OB k= ⇔ + + = ⇔
����� ����� ����� ���� ����� ����

( )( )MO OA MO OA k+ − = ⇔
����� ���� ����� ���� 2 2

MO OA k− = ⇔
����� ����

2 2
MO OA k= +
����� ����

 οπότε :

• Αν 
2

OA k 0+ <
����

, γεωµετρικός τόπος του Μ είναι το κενό σύνολο.

• Αν 
2

OA k 0+ =
����

, γεωµετρικός τόπος του Μ είναι το σηµείο Ο.

• Αν 
2

OA k 0+ >
����

, γεωµετρικός τόπος του Μ είναι κύκλος µε κέντρο Ο και ακτίνα

  
2

OA k+
����

2. Από τη σχέση Rκ,κΑΒ·ΑΜ ∈=
→→

, αν ∆ είναι η προβολή

του Μ στην ΑΒ έχουµε: AM·AB k A ·A k= ⇔ ∆ Β =
����� ���� ���� ����

.

Οπότε  
k

· kΑ∆ ΑΒ = ⇔ Α∆ =
ΑΒ

���� ���� ����

����
.

Άρα προκύπτει ότι ο γεωµετρικός τόπος Μ είναι η κάθετη ευθεία ε  στην ΑΒ στο σηµείο ∆,

αφού το ∆ απέχει σταθερή απόσταση από το σηµείο Α.

3. Από τη σχέση 2 2 , RΜΑ ΜΒ κ κ
→ →

− = ∈ , αν  Γ η προβολή του Μ στην ΑΒ, έχουµε:

( ) ( )2 2
MA MB MA MB · MA MB 2MO·BA 2AB·OM 2AB·OΓ
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ���� ����� ���� ����

− = + − = = =

Άρα 2 · kΑΒΟΓ
���� ����

= . Οπότε 
k

2 k
2

ΑΒ ΟΓ ΟΓ
ΑΒ

���� ���� ����

����= ⇔ = , άρα

προκύπτει, ότι ο γεωµετρικός τόπος του Μ είναι ευθεία ε, κάθε-

τη στην ΑΒ στο σηµείο Γ.

4. Από τη σχέση 
2 2

MA MB k+ =
����� �����

, αν Ο το µέσον  του ΑΒ έχουµε:

2 2
2 2 2 2 2k AB

MA MB k 2MO k MO
2 4

ΑΒ −+ = ⇔ + = ⇔ = = λ
���� ����

����� ����� ����� �����

.

Οπότε: Αν λ < 0 ο γ.τ. του Μ είναι το κενό σύνολο

Αν λ = 0 το σηµείο Μ ταυτίζεται µε το σηµείο Ο.

Αν λ > 0 ο γ.τ. του Μ είναι ο κύκλος µε κέτρο Ο και ακτίνα λ .
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Γ.  ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

∆ίνονται τα διανύσµατα 
→
α , 

→
β  µε 2

→
α = , 3

→
β =  και ,

6

→ → π α β =  
. Να υπολογισθούν τα

επόµενα :

α. 
→ →
αβ          β. 

2 2→ →
α −β          γ. 

2→ → α− β  
          δ. 

→ →
α−β          ε. 2 3

→ → → →  α+ β α− β    
Λύση

α. 
� 3

, 2 3 3
2

→→ → → → → 
αβ = α β συν α β = =   

β. 

2 22 2

4 3 1
→ → → →
α − β = α − β = − =

γ. 

2 2 2

2 4 6 3 1
→ → → → → → α− β = α − αβ+ β = − + =  

δ. 

2 2

1
→ → → → α− β = α− β =  

. Άρα 1
→ →
α− β =

ε. 
2 2

2 22 2

2 3 2 3 2 3

2 3 2 3 2 4 3 3 3 4

→ → → → → → → → → →

→ → → → → → → →

  α+ β α− β = α − αβ+ αβ− β =    

α −αβ− β = α −αβ− β = ⋅ − − ⋅ = −

Άσκηση 2

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διάµεσός του ΑΜ.  Αν ισχύει η ισότητα

→ → → → → →   ΑΒ⋅ΑΓ ΑΓ = ΑΜ⋅ΒΓ ΑΒ      
 (1), να δείξετε ότι το τρίγωνο είναι ορθογώνιο και

ισοσκελές.

Λύση

Τα διανύσµατα 
→
ΑΓ , 

→
ΑΒ  δεν είναι συγγραµµικά, αφού

σχηµατίζουν τρίγωνο. Άρα απο την (1)πρέπει

αναγκαστικά: 0
→ →
ΑΒ⋅ΑΓ =  και 0

→ →
ΑΜ⋅ΒΓ = .

Αλλά 0
→ →
ΑΒ⋅ΑΓ =  σηµαίνει 

→ →
ΑΒ ⊥ ΑΓ , εποµένως το

τρίγωνο είναι ορθογώνιο και 0
→ →
ΑΜ⋅ΒΓ =  

→ →
⇔ ΑΜ ⊥ ΒΓ

δηλαδή η διάµεσος του τριγώνου είναι και ύψος, που σηµαίνει ότι το τρίγωνο είναι ισοσκελές.

Άσκηση 3

α. Για δύο οποιαδήποτε µη µηδενικά διανύσµατα α
�

, β
�

, να δείξετε ότι:
2β

αβπροβ α = β
β

�

���

�� �

�

β.  Έστω τα διανύσµατα 2 i 4 j
→ → →
α = +  και i j

→ → →
β = − . Να βρεθεί η →

→

β
προβ α .

γ.  Έστω 4 i 3 j
→ → →
α = −  και 2 i 5 j

→ → →
β = + . Να βρεθεί η →

→ →

α

 προβ α+ β  
.
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Λύση

α. Το διάνυσµα →

→

β
προβ α  είναι συγγραµµικό µε το 

→
β . Σύµφωνα µε τη συνθήκη

συγγραµµικότητας, υπάρχει Rλ∈  τέτοιο ώστε: →

→ →

β
προβ α = λβ  (1)

Όµως 
2

2→

→ →
→ → → → → → → → → → →

→β

αβ αβ = β προβ α ⇔ αβ = λβ β ⇔ αβ = λβ ⇔ λ =  
β

 (2)

Οπότε χρησιµοποιώντας την (2) ή (1) γίνεται 
2→

→ →
→ →

→β

αβπροβ α = β
β

.

β. 2 i 4 j (2,4)
→ → → →
α = + ⇔ α = ,        i j (1,-1)

→ → → →
β = − ⇔ β = . Εποµένως 2 4 2

→→
αβ = − = −

Σύµφωνα µε το προηγούµενο ερώτηµα έχουµε: 
2

2
( 1,1)

2
→

→ →
→ → → →

→β

βα −προβ α = β = β = −β = −
β

Τελικά →

→ →

β
προβ α = −β

γ. Είναι 4 i -3 j (4,-3)
→ → → →
α = ⇔ α =  και 2 i 5 j (2,5)

→ → → →
β = + ⇔ β = . Εποµένως (6,2)

→ →
α+ β =

και 24 6 18
→ → → α+ β ⋅α = − =  

 Σύµφωνα µε το πρώτο ερώτηµα έχουµε:

2

18 18 72 54
(4, 3) ,

25 25 25 25
→

→ → →

→ → → →

→α

 α+ β α  −    προβ α+ β = α = α = − =      α

Άσκηση 4

Να δειχθεί ότι κάθε εγγεγραµµένη γωνία σε ηµικύκλιο είναι ορθή.

Λύση

Έστω Ο το κέντρο του κύκλου και ΑΒ διάµετρος.

 Θα δείξουµε ότι η γωνία ΒΓ̂Α  είναι ορθή.  Αρκεί 0
→ →
ΓΑ⋅ΓΒ = .

Είναι  ·ΓΑ ΓΒ ΟΑ ΟΓ ΟΒ ΟΓ ΟΑ ΟΓ ΟΑ ΟΓ
→ → → → → → → → → →     = − − = − − − =          
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2 2→ → → → → →   = − ΟΑ−ΟΓ ΟΑ+ΟΓ = − ΟΑ −ΟΓ =       

=

2 2→ → 
− ΟΑ − ΟΓ =   

( )2 2R R 0− − = .

Άσκηση 5

 Για τα διανύσµατα 
→
α και 

→
β  ισχύουν:

α. 
→ →
α ⊥ β ,  β. 3

→ → → →   α+ β ⊥ α− β      
   και   γ. 4

→ →
α−β = . Να υπολογίσετε 

→
α  και 

→
β .

Λύση

Είναι 
→ →
α ⊥ β , άρα 0

→ →
α⋅β =  (1). Επίσης, 3

→ → → →   α+ β ⊥ α− β ⇔      
3 0

→ → → →   α+ β ⋅ α− β = ⇔      
2 2 2 2(1)

3 3 0 3 0
→ →→ →→ → → →

⇔ α − αβ+αβ− β = ⇔α − β =        (2)

Επιπλέον ισχύει  

2 2 2 (1)

4 16 2 16α β α β α αβ β
→ → → → → → → →
− = ⇔ − = ⇔ − + = ⇔ 2 2 16α + β =

�

�

 (3)

Αφαιρούµε την (2) από την (3) και έχουµε:

2 2 2 2 2 2

3 16 4 16 4 2
→ → → → → → →
α + β −α + β = ⇔ β = ⇔ β = ⇔ β = .

Αντικαθιστούµε στην (3) και έχουµε: 
2 2

4 16 12 12 2 3
→ → →
α + = ⇔ α = ⇔ α = =

Άσκηση 6

Αν για τα τρία διανύσµατα του επιπέδου 
→
α , 

→
β , 

→
γ  ισχύουν ότι 1

→ → →
α = β = γ =  και

2
→ → →→
αβ+ β γ =  να δείξετε ότι 

→ → →
α = β = γ .

Λύση

Από τη σχέση 2
→ → →→
αβ+ β γ =  έχουµε: 

� �

, , 2
→ → → → → → → →  
α β συν α β + β γ συν β γ =        

άρα 
� �

, , 2
→ → → →  

συν α β + συν β γ =        
.

Επειδή 1≤συνφ  για να ισχύει η παραπάνω σχέση πρέπει 
�

, 1
→ → 

συν α β =   
 και 

�

, 1
→ → 

συν β γ =   
.

Εποµένως 
�

, 0
→ →

ο 
α β =   

 και 
�

, 0
→ →

ο 
β γ =   

.
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∆ηλαδή τα διανύσµατα 
→
α , 

→
β  και 

→
γ  είναι οµόρροπα. Επειδή έχουν και ίσα µέτρα, έχουµε

→ → →
α = β = γ .

Άσκηση 7

α. Να αποδείξετε ότι 
→ → → →
α⋅β ≤ α ⋅ β  (1) Πότε ισχύει η ισότητα;

β. Να εξετάσετε πότε από την ισότητα 
→ → → →
αβ = α γ  προκύπτει 

→ →
β = γ .

γ. Αν 
→ → → →
α+ β = α + β  να δείξετε ότι 

→ →
α ↑↑ β .

Λύση

α. Παίρνουµε τη σχέση (1) και εργαζόµαστε µε ισοδυναµίες:
�

,
→ → → → → → → → → → 
α⋅β ≤ α ⋅ β ⇔ α ⋅ β συν α β ≤ α ⋅ β ⇔   

� �

, 0 , 1 0
→ → → → → → → → → →    

 ⇔ α ⋅ β ⋅ συν α β − α ⋅ β ≤ ⇔ α ⋅ β συν α β − ≤           
 (2)

Η τελευταία σχέση ισχύει αφού , 0
→ →
α β ≥  και 

�

, 1
→ → 

συν α β ≤   
. Εποµένως ισχύει και η

αρχική.

Από τη σχέση (2) παρατηρούµε ότι θα ίσχυε η ισότητα  αν 0
→
α =  ή 0

→
β =   ή

�

, 1
→ → 

συν α β =   
 δηλαδή 

�

, 0
→ → 
α β =   

 ή π, δηλαδή, όταν τα διανύσµατα 
→
α , 

→
β  είναι

συγγραµµικά.

β. Εργαζόµαστε πάλι στην δοσµένη σχέση µε ισοδυναµίες:

0 0
→→ →→ →→ →→ → → → αβ = α γ ⇔ αβ−α γ = ⇔ α β− γ =  

.

Η τελευταία ισότητα όµως µπορεί να ισχύει αν 0
→
α =  ή 

→ →
β = γ  ή 

→ → →
α ⊥ β− γ .

Για να ισχύει λοιπόν µόνο το 
→ →
β = γ  πρέπει 0

→ →
α ≠  και 

→
α  να µην είναι κάθετο στο

→ →
β− γ .

γ. i. Αν , 0α β
→ → →

≠  Από τη δοσµένη σχέση έχουµε:

22→ → → → → → → → α+ β = α + β ⇔ α+ β = α + β ⇔  

2 2 2

2
→ → → → → → α+ β = α + α β + β ⇔  

2 22 2

2 2 2 2 ,
→ →→ → → → → → →→ → → → → → → → → ⇔ α + αβ+ β = α + α β + β ⇔ αβ = α β ⇔ α β συν α β = α β ⇔  
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, 0 , 1 0
→ → → → → → → → → →    ⇔ α β συν α β − α β = ⇔ α β συν α β − =        

, 0

, 1

→ →
α β ≠

→ → ⇔ συν α β =  

 Άρα 
�

, 0
→ →

ο 
α β =   

 δηλαδή 
→ →
α ↑↑ β .

ii. Αν 
→
α  ή 0β

→ →
=  τότε προφανώς 

→ →
α ↑↑ β .

Άσκηση 8

Αν 1
→
α = , 2

→
β = , 

→ →
α ⊥ β  (1) να βρείτε την προβολή του διανύσµατος 

→ → →
ν = α− β  πάνω

στο διάνυσµα u 2
→ → →
= α+ β .

Λύση

Είναι uπροβ v λ u= ⋅�

� �

, *Rλ∈  (2)

Επίσης
2

u
u u 2 u→

→ → → → → → → → →  ⋅ ν = ⋅προβ ν ⇔ α+ β α− β = λ ⋅ ⇔    
22 2

2 2 2
→ → → → → → → →

⇔ α − αβ+ αβ− β = λ α+ β ⇔

( )
2 2 2 2(*)

2 2 1
2 4 4 2 1 2 4 1 4 2 8

4

→ → → →→ → 
⇔ α − β = λ α + αβ+ β ⇔ ⋅ − = λ ⋅ + ⇔ − = λ ⇔ λ = −   
(*)(διότι 0

→→
αβ = ).  Άρα 

u

1 1
u 2

4 4
→

→ → → → προβ ν = − = − α+ β  
.

Άσκηση  9

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Μ µέσο της πλευράς ΒΓ. Είναι 3
→
ΑΒ = , 2

→
ΑΓ =  και

�

,
6

→ →  πΑΒ ΑΓ =   
. Να υπολογίσετε το συνηµίτονο της γωνίας �( ),ΑΒ ΑΜ

���� �����

.

Λύση

Το συνηµίτονο της γωνίας �( ),ΑΒ ΑΜ
���� �����

 είναι :    
�( ),

→ →

→ →

ΑΒ⋅ΑΜσυν ΑΒ ΑΜ =
ΑΒ ⋅ ΑΜ

���� �����

 (1)

Ως γνωστόν για τη διάµεσο ενός τριγώνου ισχύει

( )1

2
ΑΜ= ΑΒ+ΑΓ
����� ���� ����

  (2).

Εποµένως 
21 1 1

2 2 2

→ → → → → → → →  ΑΒ⋅ΑΜ = ΑΒ⋅ ΑΒ+ ΑΓ = ΑΒ + ΑΒ⋅ΑΓ =    
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�21 1 1 1 3
, 3 3 2 3

2 2 2 2 2

→ → → → → 
= ΑΒ + ΑΒ ΑΓ συν ΑΒ ΑΓ = + ⋅ =   

Σύµφωνα µε τη µέθοδο 3 και τη σχέση (2) έχουµε 
2 2 21 1

4 4

→ → → → → ΑΜ = ΑΒ+ ΑΓ = ΑΒ+ ΑΓ =  
2 21 1 3

2 3 2 3 2 4
4 4 2

→ → → →   
= ΑΒ + ΑΒ⋅ΑΓ+ ΑΓ = + ⋅ + =       

 
13

4
. Άρα  

13

2

→
ΑΜ = .

Εποµένως η σχέση (1) γίνεται: 
3 6 6 39 2 39

,
39 1313 39

3
2

→ → συν ΑΒ ΑΜ = = = =  
.

Άσκηση 10

Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ. Να δείξετε ότι τα σηµεία Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει

0
→ → → →
ΑΒ⋅ΑΜ+ ΑΓ⋅ΑΜ =  βρίσκονται σε ευθεία.

Λύση

Παίρνουµε τη δοσµένη σχέση και τη µετασχηµατίζουµε.

0 0
→ → → → → → → ΑΒ⋅ΑΜ+ΑΓ⋅ΑΜ = ⇔ ΑΒ+ΑΓ ΑΜ = ⇔  

2 0
→ →

⇔ ΑΚ⋅ΑΜ =  (όπου ΑΚ η διάµεσος του τριγώνου ΑΒΓ)

0
→ →

⇔ ΑΚ⋅ΑΜ =  οπότε 
→ →
ΑΚ ⊥ ΑΜ . Άρα το Μ βρίσκεται επάνω

σε ευθεία (ε) που είναι κάθετη στη διάµεσο ΑΚ και διέρχεται

από το σηµείο Α.

Άσκηση 11

α. Να δείξετε ότι για τέσσερα οποιαδήποτε σηµεία Α, Β, Γ, ∆ του επιπέδου ισχύει:

0
→ → → → → →
ΑΒ⋅Γ∆+ ΑΓ⋅∆Β+ Α∆⋅ΒΓ =  (1).

β. Να δείξετε ότι τα ύψη ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

Λύση

α. Έστω Ο σηµείο αναφοράς. Από τη σχέση (1) έχουµε:

(1) 0
→ → → → → → → → → → → →        ⇔ ΟΒ−ΟΑ Ο∆−ΟΓ + ΟΓ−ΟΑ ΟΒ−Ο∆ + Ο∆−ΟΑ ΟΓ−ΟΒ = ⇔                

→ → → → → → → → → →
⇔ ΟΒ⋅Ο∆−ΟΒ⋅ΟΓ−ΟΑ⋅Ο∆+ΟΑ⋅ΟΓ+ΟΓ⋅ΟΒ−

0 0 0
→ → → → → → → → → → → → → →
ΟΓ⋅Ο∆−ΟΑ⋅ΟΒ+ΟΑ⋅Ο∆+Ο∆⋅ΟΓ−Ο∆⋅ΟΒ−ΟΑ⋅ΟΓ+ΟΑ⋅ΟΒ = ⇔ =  που ισχύει.

β. Ας υποθέσουµε ότι σε τρίγωνο ΑΒΓ, δύο ύψη του είναι ΑΕ

και το ΒΖ τα οποία τέµνονται στο ∆. Θα δείξουµε ότι και το

τρίτο ύψος περνά από το ∆.

Για τα τέσσερα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ ισχύει η σχέση (1).
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Επειδή  το Α∆ είναι ύψος ισχύει : 0
→ →
Α∆⋅ΒΓ =  (2)

Επειδή  το Β∆ είναι ύψος ισχύει : 0
→ →
Β∆⋅ΑΓ =  (3)

Οπότε η (1) σύµφωνα µε τις  (2) και (3) γράφεται : 0
→ →
ΑΒ⋅Γ∆ = ,

που σηµαίνει ότι 
→ →
ΑΒ ⊥ Γ∆ , δηλαδή το Γ∆  είναι επίσης ύψος

του τριγώνου.

Άσκηση 12

Έστω 
→
α , 

→
β  διανύσµατα του επιπέδου µε 2

→
α = , 1

→
β =  και το διάνυσµα u x

→ → →
= α+ β .

Να βρεθεί το x R∈  ώστε το u
→

 να είναι ελάχιστο. Για την τιµή του x που θα βρείτε να

δείξετε ότι το διάνυσµα u
→

 είναι κάθετο στο 
→
α .

Λύση

Είναι 

2 2 2 2
2u x x 2x

→ → → → → → → = α+ β = α + αβ+ β  
 (1)

Η τιµή του x για την οποία είναι το u
→

 ελάχιστο είναι ίδια µε αυτήν για την οποία είναι το 

2

u
→

ελάχιστο.

Από τη σχέση (1) παρατηρούµε ότι το 

2

u
→

 είναι τριώνυµο ως προς x. Γνωρίζουµε ότι ένα

τριώνυµο µxλkx ++2  λαµβάνει ελάχιστη τιµή για 
k

λ
x

2
−= ,αν k > 0.

Άρα το u
→

 γίνεται ελάχιστο όταν :

2 2

2 ,
2 1

x x x – ,
2

2 2

α β συν α β
αβ συν α β
α α

→ → → →
→ →

→ →

→ →

 
    = − ⇔ = − ⇔ =   

Για αυτή την τιµή του x το u
→

 γίνεται:  
1

u – ,
2
συν α β α β

→ → → → → = ⋅ +  
.

Για να δείξουµε ότι u
→ →
⊥ α , αρκεί να δείξουµε ότι u 0

→ →
⋅α = .

Έχουµε : 
21 1

u , ,
2 2

→ → → → → → → → → → → →    ⋅α = − συν α β ⋅α+ β ⋅α = − συν α β α + βα =        

1
, 4 2 1 ,

2
συν α β συν α β

→ → → →   = − ⋅ + ⋅ ⋅ =      
2 , 2 , 0

→ → → →   − συν α β + συν α β =      
. Άρα u

→ →
⊥ α .

Άσκηση 13

α. ∆ίνονται δύο µη συγγραµµικά διανύσµατα 
→
α  και 

→
β  του επιπέδου. Να αποδείξετε
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ότι οποιοδήποτε διάνυσµα 
→
γ  του επιπέδου µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός

των 
→
α  και 

→
β  κατά µοναδικό τρόπο.

β. ∆ίνονται τα κάθετα διανύσµατα 
→
α  και 

→
β  µε 2

→
α = , 2

→
β = . Να βρεθεί συναρτήσει

των 
→
α  και 

→
β  το µοναδιαίο διάνυσµα u

→
 το οποίο ανήκει στο ίδιο επίπεδο µε τα 

→
α  και 

→
β

και διχοτοµεί την γωνία των 
→
α , 

→
β  .

Λύση

α. Έστω Ο η κοινή αρχή των 
→
α , 

→
β , 

→
γ  και O

→ →
Γ = γ .

Από το Γ φέρνουµε //
→ →
ΓΑ α  και //

→ →
ΓΒ β .

Είναι , , R
→ → → → →

∗ΟΓ = ΟΑ+ ΑΓ = κβ+ λα κ λ∈ .

Άρα 
→ → →
γ = λα+ κβ  (1) δηλαδή το 

→
γ  γράφεται ως γραµµικός

συνδυασµός των 
→
α , 

→
β .

Μοναδικότητα: Έστω , , R
→ → →

∗γ = µα+ νβ µ ν∈  (2)

Από (1), (2) συµπεραίνουµε

 ( ) ( )
→ → → → → →

λα+ κβ = µα+ νβ ⇔ λ −µ α = ν − κ β  (3)

Αν 0λ −µ ≠  τότε 
→ →ν − κα = β

λ −µ
 δηλαδή //

→ →
α β  που είναι άτοπο. Οµοίως αν 0ν − κ ≠ .

Τελικά για να ισχύει η (3) πρέπει λ = µ και ν = κ, δηλαδή το 
→
γ  γράφεται κατά µοναδικό

τρόπο ως γραµµικός συνδυασµός των 
→
α  και 

→
β .

β. Το διάνυσµα u
→

 σύµφωνα µε το προηγούµενο ερώτηµα,

γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως γραµµικός συνδυασµός των
→
α , 

→
β . ∆ηλαδή u

→ → →
= λα+µβ , , Rλ µ∈ .

Τα διανύσµατα 
→
α , 

→
β  είναι κάθετα και το u

→
 διχοτοµεί την

γωνία τους. Άρα σχηµατίζει γωνία 45ο  µε κάθε ένα από αυτά.

Επιπλέον · 0α β α β
→ → → →
⊥ ⇔ = (4)

Έχουµε:

2
(4)u 2

, u
22 1 2u

→ → →
→ → → → →

→ →

→ →

 α λα+µβ α⋅ λα +µαβ   συν α = = ⇔ = ⇔   ⋅α ⋅

2 2 1
4 2

2 22

λ ⋅⇔ = ⇔ λ = ⇔ λ = .
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Ακόµα: 

2
(4)u 2

, u
2 1 2 2u

β λα µβ
β λαβ µβσυν β
β

→ → →
→ → → → →

→ →

→ →

 + ⋅ +   = = ⇔ = ⇔  ⋅  ⋅

2 4 2

2 2 4

µ ⋅= ⇔ µ = .   Τελικά 
1 2

u
2 4

→ → →
= α+ β .

Άσκηση 14

α. Έστω 
→
α , 

→
β  δύο µη συγγραµµικά διανύσµατα. Αν x 0

→ → →
α+ψβ =  (1) να δείξετε ότι x = ψ = 0.

β. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Από τυχαίο σηµείο Ζ της ΑΒ φέρνουµε παράλληλη προς τη ΒΓ

που τέµνει την ΑΓ στο Η. Να δείξετε ότι: 
A A

AB A

Ζ Η=
Γ

���� ����

���� ���� .

Λύση

α. Έστω x 0≠ . Τότε x 0
x

→ → → →ψα+ψβ = ⇔ α = − β  που σηµαίνει

ότι //
→ →
α β , άτοπο γιατί 

→
α  και 

→
β  µη συγγραµµικά. Άρα  x = 0.

Από την (1) για x = 0 έχουµε 0 0 0
→ →
α+ψβ = ⇔ ψ = .

Οµοίως, αν 0ψ ≠  καταλήγουµε σε άτοπο.

β. Επειδή Α, Ζ, Β συνευθειακά, τα διανύσµατα 
→
ΑΖ  και 

→
ΑΒ  είναι συγγραµµικά εποµένως

σύµφωνα µε τη γνωστή συνθήκη 
→ →
ΑΖ = κΑΒ  (2) µε κ > 0.

Άρα 
AZ

AB
= κ

����

����  (4). Οµοίως 
→ →
ΑΗ = λΑΓ  (3) µε λ > 0.

Άρα 
AH

A
= λ

Γ

����

����  (5).Επειδή //
→ →
ΖΗ ΒΓ  θα είναι 

→ →
ΖΗ = µΒΓ , µ > 0.

Έτσι έχουµε: 
(2),(3)

ΖΗ µΒΓ ΑΗ ΑΖ µ ΑΓ ΑΒ
→ → → → → → = ⇔ − = − ⇔  

( ) ( )
→ → → → → →

⇔ λΑΓ− κΑΒ = µΑΓ−µΑΒ⇔ λ −µ ΑΓ = κ −µ ΑΒ .Επειδή τα 
→
ΑΓ , 

→
ΑΒ  δεν είναι

συγγραµµικά, σύµφωνα µε το προηγούµενο ερώτηµα, θα είναι :

λ - µ = 0 και κ - µ = 0. Άρα λ = µ = κ (6).

Από τις σχέσεις (4), (5), (6) προκύπτει ότι: 
A A

AB A

Ζ Η=
Γ

���� ����

���� ����
.
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Άσκηση 15

Αν 3
→
α = , 2

→
β = , 1

→
γ =  και για τα τρία διανύσµατα 

→
α , 

→
β , 

→
γ  ισχύει η σχέση

2 3 0
→ → → →
α− β− γ =  (1) να υπολογισθεί η τιµή της παράστασης 

→→ →→ →→
αβ+ β γ+ γ α .

Λύση

Από τη σχέση (1) έχουµε: 2 3
→ → →
α− β = γ  οπότε

2 2 2 2 2 2 2 2

2 9 4 4 9 4 4 9
→ → → → → → → → → → → → → α− β = γ ⇔ α − αβ+ β = γ ⇔ αβ = α + β − γ  

Άρα 4 9 16 9 4
→→ →→
αβ = + − ⇔ αβ = .

Οµοίως εργαζόµενοι, µπορούµε να υπολογίσουµε τα 
→ →
α γ  και 

→→
β γ .

Είναι 
1

3

→→
α γ =  και 

4

3

→→
β γ = − . Εποµένως: 

4 1 9
4 3

3 3 3

→ → →→ → →
αβ+ β γ+ γ α = − + = = .

Άσκηση 16

∆ίνεται διάνυσµα 0
→ →
α ≠  και το σταθερό σηµείο Α. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των

σηµείων Κ του επιπέδου για τα οποία ισχύει: 
→ →
α⋅ΑΚ = λ , Rλ∈ .

Λύση

i. Aν  λ = 0

τότε 0
→ →
α⋅ΑΚ = , δηλαδή: 

→ →
α ⊥ ΑΚ  οπότε το Κ κινείται σε ευθεία

κάθετη στο φορέα του 
→
α  που περνάει από το δοσµένο σηµείο Α.

ii. Aν λ 0≠
και Α η αρχή του διανύσµατος 

→
α  και Η η προβολή  του σηµείου

Κ στον φορέα του 
→
α  , τότε :

 →

→ → → → → →

α
α⋅ΑΚ = λ ⇔ α⋅προβ ΑΚ = λ ⇔ α⋅ΑΗ = λ , οπότε

⋅ = ⇔ =
λ

α ΑΗ λ ΑΗ
α

���� ����

�

�

 Άρα το σηµείο Η βρίσκεται σε σταθερή απόσταση από το σηµείο Α.

Εποµένως το Κ κινείται σε ευθεία κάθετη στο φορέα του 
→
α  που περνάει

από το σταθερό σηµείο Η.

Άσκηση 17

∆ίνονται τα σταθερά σηµεία Α, Β. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ για

τα οποία ισχύει: 
→ →
ΜΑ⋅ΜΒ = λ ,  (λ θετικός πραγµατικός).
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Λύση

Έστω Ο το µέσο του τµήµατος ΑΒ.

Είναι 
→ → → → → →  ΜΑ⋅ΜΒ = λ ⇔ ΜΟ+ΟΑ ΜΟ+ΟΒ = λ ⇔    

2 2→ → → → → →  ⇔ ΜΟ+ΟΑ ΜΟ−ΟΑ = λ ⇔ΜΟ −ΟΑ = λ ⇔    
2 2 2

2 2 2 2

2 4 4

→ → →

→ → → → →

 ΑΒ ΑΒ ΑΒ 
 ⇔ ΜΟ = λ + ΟΑ ⇔ ΜΟ = λ + ⇔ ΜΟ = λ + ⇔ ΜΟ = λ +
  .

Άρα το Μ απέχει από το σταθερό σηµείο Ο σταθερή απόσταση 

2
AB

4
λ +

����

 , δηλαδή

κινείται σε κύκλο µε κέντρο Ο (το µέσο του ΑΒ) και ακτίνα 

2
AB

R
4

= λ +
����

.

Άσκηση 18

Έστω θ η γωνία των διανυσµάτων 
→
ΟΑ  και 

→
ΟΒ , 0

2

πθ< < . Να δείξετε ότι το εµβαδόν

του παραλληλογράµµου ΟΑΓΒ είναι: 
2 2 2→ → → → → →   Ε = ΟΑ⋅ΟΒ ⋅εφθ = ΟΑ ⋅ ΟΒ − ΟΑ⋅ΟΒ      

.

Λύση

Έστω Ε το εµβαδόν του ΟΑΓΒ. Είναι 
→ →

Ε = ΟΑ ⋅ ΒΗ  (1)

Επίσης 
BH

BH OB
OB

ηµθ = ⇔ = ⋅ηµθ
����

���� ����

����  (2)

Η (1) γίνεται σύµφωνα µε τη (2): 
ηµθΕ = ΟΑ ⋅ ΟΒ ⋅ηµθ = ΟΑ ⋅ ΟΒ ⋅συνθ
συνθ

���� ���� ���� ����

Άρα ( )Ε = ΟΑ ⋅ΟΒ ⋅εφθ
���� ����

Ακόµα έχουµε: 
2 2 2 2

2 2(1 )Ε = ΟΑ ⋅ ΟΒ ⋅ηµθ = ΟΑ ⋅ ΟΒ ⋅ηµ θ = ΟΑ ⋅ ΟΒ −συν θ =
���� ���� ���� ���� ���� ����

( )22 2 2 2 2 2
2= ΟΑ ⋅ ΟΒ − ΟΑ ⋅ ΟΒ ⋅συν θ = ΟΑ ⋅ ΟΒ − ΟΑ⋅ΟΒ

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
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Άσκηση 19

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε �( )A A 90οΒ ⊥ Γ Α = να αποδείξετε τις σχέσεις:

α. 
2

AB B ·B= Γ ∆
���� ���� ����

β. 
2

A B·Γ = Γ Γ∆
���� ���� ����

, όπου Α∆ ύψος

γ. 
2 2 2

AΒ + ΑΓ = ΒΓ
���� ���� ����

   (Πυθαγόρειο Θεώρηµα).

Λύση

α.Είναι
2

A ·ABΒ = ΑΒ =
���� ���� ���� ( ) ( )A B · A B∆ + ∆ Γ + Γ =

���� ���� ���� ����

( )A

A ·A A · B B·A B· B
∆⊥ΓΒ

∆ Γ + ∆ Γ + ∆ Γ + ∆ Γ =

���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

( )A B ·A B· B= ∆ + ∆ Γ +Γ ∆ =
���� ���� ���� ���� ����

AB·A B· B
ΑΒ⊥ΑΓ

Γ +Γ ∆ =
����� ����

���� ���� ���� ���� ( )( )0 B B B ·B+ − Γ − ∆ = Γ ∆
���� ���� ���� ����

β. Οµοίως αποδεικνύεται ότι 
2

A ·Γ = ΓΒΓ∆
���� ���� ����

γ. Είναι ( )( )2
A · B · BΒ = ΒΓ Β∆ = Γ ∆ = ΒΓ Β∆
���� ���� ���� ���� ����

            (1) 




 ↑↑

→→
Β∆ΒΓ

( )( )2
A · B · BΓ = ΓΒΓ∆ = Γ Γ∆ = Γ ∆Γ = ΒΓ ∆Γ
���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  (2)  




 ↑↑

→→
Γ∆ΓΒ

Προσθέτουµε τις σχέσεις (1) και (2) και έχουµε:

( ) ( ) ( )2 2
A AΒ + Γ = ΒΓ Β∆ + ∆Γ =  
���� ����

( ) ( ) ( )
2 22

· B BΒΓ ΒΓ = ΒΓ = Γ = Γ
���� ����

.

Άσκηση 20

Μια ορθή γωνία στρέφεται γύρω από τη κορυφή της Α (1, 2). Οι πλευρές της τέµνουν

τους άξονες x΄x και y΄y στα σηµεία Β και Γ αντίστοιχα και έστω Μ το µέσο του ΒΓ. Να

δείξετε ότι το Μ κινείται σε ευθεία.

Λύση

Έστω ότι τα σηµεία Β και Γ έχουν συντεταγµένες Β (β, 0) και Γ (0, γ).

Επειδή Lˆ 1
→ →

Α = ⇔ ΑΒ ⊥ ΑΓ  οπότε 0
→ →
ΑΒ⋅ΑΓ =         (1)

Είναι ( 1, 2)
→
ΑΒ = β− −  και ( 1, 2)

→
ΑΓ = − γ −  και

η (1) γίνεται: 1 2 4 0 2 5−β− γ + = ⇔ β+ γ =                 (2)

Το µέσο Μ του τµήµατος ΒΓ έχει συντεταγµένες

( )M M
0 0

, , x , y
2 2 2 2

+β γ + β γ   = =      
.

∆ιαιρώντας τη σχέση (2) µε 2 έχουµε: 
5

2
2 2 2

β γ+ = .  ∆ηλαδή

5
x 2y 2x 4y 5

2Μ Μ Μ Μ+ = ⇔ + = .

Άρα το Μ κινείται στην ευθεία 2x 4y 5+ = .
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∆.             ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Να χαρακτηρίσετε τις επόµενες προτάσεις µε την ένδειξη Σ (σωστό) ή Λ (λάθος)

α. ∆ίνονται τα σηµεία Α (- 5, - 2), Β (3, - 1), Γ (11, 0), τότε:

i. Τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά

ii. Τα µέσα των ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα: 
3

1,
2

 Μ − −  
, 

1
7,

2
 Ν −  

iii. MN 0
→ →
⋅ΑΓ =

β. ∆ίνονται τα διανύσµατα 12
→ →
ΟΑ = α , 6

→ →
ΟΒ = β  και 22 32

→ → →
ΟΓ = β− α .

i. Τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά ii.
3

8

→ →
ΑΒ = ΒΓ iii. ,

∧
→ → 

 ΑΒ ΒΓ = π
 
 

γ. Είναι 
→ → → →
α⋅β = α ⋅ β , αν και µόνο αν, τα διανύσµατα 

→
α , 

→
β  έχουν την ίδια κατεύθυνση.

δ. Έστω 
→
α , 

→
β , 

→
γ  µη µηδενικά διανύσµατα . Τότε: 

→ → → → →
α⋅β = α⋅ γ ⇔ β = γ  ή 0

→ → → α β− γ =  

ε. Για οποιαδήποτε διανύσµατα 
→
α , 

→
β  ισχύει: 

2 2 2 2

2
→ → → → → → 
α+ β + α− β = α + β 

 

στ. Αν 
→
α , 

→
β  είναι µη µηδενικά διανύσµατα και ισχύει: 

→ → → →
α−β = α + β , τότε:

i. 0
→ → →
α = β = ii. 

→ →
α ⊥ β iii. 

→ →
α β↗↙

ζ. Αν 2 i 3 j
→ → →
α = −  και 3 i 2 j

→ → →
β = + , τότε:

i. 
→ →
α ⊥ β ii. 

→ → → →
β−α = α+ β    iii. 

�

, 0
→ → → →    συν β−α α+ β =         

η. β,αβαβα
������

⇔+=+  είναι οµόρροπα

θ. Αν j
2

1
i

2

3
α

��

�

+=  και ji3β
��

+= , τότε �( ) οα,β 60=
�

�

ι. Θεωρούµε δυο ίσα διανύσµατα α,β 0≠
��

 , τότε:

i. α β=
��

ii. α β
��

↗↗ iii. α β
��

↗↙

κ. Αν  α 3β=
��

 τότε 2αβ 3β=
� ��

λ. Αν 2αβ 3β=
� ��

, τοτε: α 3β=
��

µ. Για οποιαδήποτε διανύσµατα α, β
��

 , ισχύει:
2α 3β αβ 3β= ⇔ =

� � �� �

ν. Τα διανύσµατα x
�

 και y
�

 είναι κάθετα. Τότε: ( ) 2x y x x+ =� � � �
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Θεωρούµε δύο µη µηδενικά διανύσµατα τέτοια ώστε: 
→→

=→ β4α.προβ
β

 και 
→→

=→ αβ.προβ·4
α

.

α. Να αποδείξετε ότι :  
→→→

= 2β2βα β. Να βρείτε το λογο :  
α

β

�

�

γ. Να βρείτε τη γωνία  
�( )α,β
� �

δ. Να βρείτε τον λ R∈ , ώστε τα διανύσµατα

     1u α λβ= +
��� � �

και 2u α β= +
��� � �

 να είναι κάθετα.

(Απ.: β. 4, γ. 
π

3
, δ. 

1
λ

25
= − )

2. Να βρεθεί η γωνία των διανυσµάτων ( )α 1, 3=�  και ( )β 3,3
�

3. Αν α β 1= =
��

 και ( ) π
αβ

3
=

�

�

 να βρείτε τη γωνία των διανυσµάτων u α β= +
���

, ν α 2β= +
�� �

4. Αν α β 1= =
��

 και ( )θ α,β=
�� �

 να δείξετε ότι: 
θ

α β 2 ηµ
2

− =
�

�

(Υπ: Να υπολογίσετε το 
2

α β−
�

�

 )

5. Αν για τα διανύσµατα α, β
��

 ισχύει: α β α β= = +
� �� �

  να δείξετε ότι α β α 3− = ⋅
�� �

 .

(Υπ: Υψώστε τις δοσµένες σχέσεις στο τετράγωνο)

6. Να δείξετε ότι οι φορείς των διανυσµάτων α 2i 3 j= +
� ��

, β 6i 4 j= − +
� � �

, γ 4i 7 j= − +
� ��

σχηµατίζουν ορθογώνιο τρίγωνο.

(Απ: Είναι α β γ+ =
�

� �

 και α β 0⋅ =
�

�

)

7. Έστω ΑΒΓ είναι ορθογώνιο τριγώνο µε A AΒ ⊥ Γ
���� ����

 �( )90οΑ =  και Α∆ είναι το ύψος του.

Αποδείξτε ότι ( ) ( ) ( )2
·Α∆ = ∆Β ∆Γ .

(Υπ: ( )
2 22

A A A ·A .....Α∆ = ∆ = ∆ = ∆ ∆ =
���� ���� ���� ����

)

Ε.             ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ



2 Συντεταγµένες στο επίπεδο

Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ

Σύστηµα συντεταγµένων

 Ένα σύστηµα δυο κάθετων αξόνων µε κοινή αρχή

Ο και  µοναδιαία διανύσµατα,  i jκαι
� �

 λέµε ότι απο-

τελεί ένα καρτεσιανό σύστηµα αξόνων (ορθοκανο-

νικό  όταν  τα  µοναδιαία  είναι  ισοµήκη) .

Ο οριζόντιος άξονας xx′  ονοµάζεται άξονας των τε-

τµηµένων και ο κατακόρυφος άξονας yy′ ονοµάζε-

ται  άξονας των τεταγµένων.

Οι προβολές τυχαίου σηµείου, έστω Κ, του επιπέδου

ορίζουν στους δύο άξονες x΄x,  y΄y τα διανύσµατα

OM
�����

 και ON
����

 αντίστοιχα.

Τα διανύσµατα αυτά είναι συγγραµµικά προς τα µοναδιαία i
→

 και j
→

 και εποµένως υπάρ-

χουν πραγµατικοί αριθµοί x και y τέτοιοι ώστε να ισχύουν:

OM x i= ⋅
����� �

 και ON y j= ⋅
���� �

Ο αριθµός x ονοµάζεται τετµηµένη του σηµείου Κ και ο αριθµός y ονοµάζεται τεταγµένη

του σηµείου Κ. Η τετµηµένη και η τεταγµένη ονοµάζονται συντεταγµένες του Κ.

Γραµµικός συνδυασµός

Οποιοδήποτε διάνυσµα του επιπέδου γράφεται ως γραµµικός

συνδυασµός των µοναδιαίων διανυσµάτων i
→

 και j
→

 και µάλι-

στα µε µοναδικό τρόπο. Για το διάνυσµα OM
→

 του διπλανού

σχήµατος ισχύει: OM
→

 = x i y j
→ → → → →
α = ΟΚ+ΟΛ = ⋅ + ⋅
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Συντεταγµένες διανύσµατος

Τα διανύσµατα x i
→
⋅  και y j

→
⋅  λέγονται συνιστώσες του OM

→

και οι πραγµατικοί αριθµοί x και y λέγονται συντεταγµένες του

OM
→

 και γράφουµε: OM
→

 = (x, y)
→
α = .

Εποµένως, το διάνυσµα που έχει αρχή την  αρχή των αξόνων

έχει συντεταγµένες ίσες µε τις συντεταγµένες του τέλους του.

Ισότητα διανυσµάτων

∆ύο διανύσµατα είναι ίσα, αν και µόνο αν, έχουν ίσες τις οµώνυµες συντεταγµένες τους.

Συντεταγµένες γραµµικού συνδυασµού διανύσµατος

Για τα διανύσµατα:

1 1=(x , y )α
→

 και  2 2(x , y )β
→
=

ισχύουν:

• 1 2 1 2(x x ,y y )
→ →
α+ β = + +

• ( )1 1x , y R
→

λα = λ λ λ∈

• ( )1 2 1 2x x , y y
→ →

λα+µβ = λ +µ λ +µ

όπου λ,µ είναι πραγµατικοί αριθ-

µοί.

Συντεταγµένες διανύσµατος συναρτήσει των συντεταγµένων των άκρων του

Έστω το διάνυσµα =(x,y)
→ →
α = ΑΒ µε

1 1A(x , y )  και 2 2(x , y )Β ,τότε ισχύει:

 2 1 2 1(x x , y y )
→
ΑΒ = − −

∆ηλαδή, κάθε µια απο τις συντεταγ-

µένες ενός διανύσµατος είναι ίση µε

τη διαφορά των οµώνυµων συντεταγ-

µένων των άκρων ( τέλους - αρχής ) .
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Συντεταγµένες του µέσου ενός ευθύγραµµου τµήµατος συναρτήσει των συντεταγµένων

των άκρων του.

Έστω ( )
11

y,xA  και ( )
22

y,xB  σηµεία

του επιπέδου και ( )M MM x , y  το µέσον

του.

Αποδεικνύεται ότι:

1 2 1 2
M M

x x y y
x , y

2 2

+ +
= =

Μέτρο διανύσµατος

Συντελεστής διεύθυνσης διανύσµατος

Συντελεστή διεύθυνσης διανύσµατος ονοµάζουµε το πηλίκο της

τεταγµένης y  προς την τετµηµένη x  και γράφουµε:

y
λ εφθ ,  αν  x  0

x
= = ≠

Για τα διανύσµατα τα παράλληλα στον άξονα y΄y δεν ορίζεται

συντελεστής διεύθυνσης.

Συνθήκη παραλληλίας διανυσµάτων

Για τα διανύσµατα  1 1=(x , y )α
→

 και 2 2(x , y )β
→
= του επι-

πεδου ισχύει η ισοδυναµία:

1  1  

2 2

x y
// det ( , ) 0 0

x y
α β α β
→ → → →

⇔ = ⇔ =

Αν τα διανύσµατα έχουν συντελεστές διεύθυνσης 
α

λ → ,

β
λ→   τότε:   //

α β
α β λ λ→ →

→ →
⇔ = .
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Β. ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1

1. ∆ίνεται το διάνυσµα 2 2( 4 3,   3 )
→
α = λ − λ + λ − λ . Να βρείτε τις τιµές της παραµέτρου λ

για τις οποίες είναι:

α. 0
→ →
α = β. 0

→ →
α ≠ και //x x

→
′α γ. 0

→ →
α ≠  και  //y y

→
′α

Λύση

α. Eίναι το διάνυσµα µηδενικό, αν και µόνο αν κάθε µία απο τις συντεταγµένες του είναι ίση

µε το 0. ∆ηλαδή,

2

2

4 3 0
0

3 0

→ → λ − λ + =α = ⇔ 
λ − λ =

1 3
3

0 3

λ = η λ =
⇔ ⇔ λ =λ = η λ =

β. 0
→ →
α ≠  και 

2//x x 4 3 0
→

′α ⇔ λ − λ + ≠ και 
2 3 0λ − λ = ⇔ (λ ≠ 1 και λ ≠ 3) και

     (λ 0 ή λ 3) λ 0= = ⇔ =

γ. 0
→ →
α ≠  και 2//y y 4 3 0

→
′α ⇔ λ − λ + =  και 2 3 0λ − λ ≠  και ⇔  (λ = 1 και λ = 3) και

    (λ 0 και λ 3) λ 1≠ ≠ ⇔ =

Παράδειγµα 2

∆ίνεται το διάνυσµα 10 i 4 j
→ → →
α = + . Να γράψετε το διάνυσµα αυτό ως γραµµικό συνδυ-

ασµό των διανυσµάτων u
→

 και 
→
ν , όπου u  2 i j

→ → →
= −  και i 4 j

→ → →
ν = +

Λύση

Θα προσδιορίσουµε πραγµατικούς αριθµούς λ και κ τέτοιους ώστε να ισχύει: u vα λ κ
�� � �

= +
Είναι:

 u 10 i 4 j (2 i j) ( i 4 j)
→ → → → → → → → →
α = λ + κν ⇔ + = λ − + κ + ⇔

2 10
2  και  λ 4

4 4

λ + κ =
⇔ κ = =−λ + κ =

Εποµένως, 4u 2vα
�� � �

= + .

Παράδειγµα 3

∆ίνονται τα σηµεία Α(0,3), Β(1, -4) και Γ(2,5). Να προσδιορίσετε τις συντεταγµένες

σηµείου Μ του επιπέδου για το οποίο ισχύει: 2
→ →
ΑΒ = − ΜΓ

Ο γραµµικός συνδυασµός  διανυσµάτων γίνεται και γραµµικός συνδυασµός µεταξύ

των συντεταγµένων τους. Έτσι, µπορούµε να υπολογίσουµε κάποιες παραµέτρους,

που µας δίνονται µε τα διανύσµατα. Το ίδιο µπορούµε να κάνουµε και όταν µας

ζητούν να γράψουµε ένα διάνυσµα ως γραµµικό συνδυασµό γνωστών διανυσµάτων.

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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Λύση

Έστω Μ(x,y), τότε είναι (1, 7)
→
ΑΒ = −  και (2 x,5 y)

→
ΜΓ = − − , οπότε

AB 2 M (1, 7) (2x 4, 2y 10)
→ →

= − Γ ⇔ − = − − ⇔

5
x2x 4 1 2x 5 2

2y 10 7 2y 3 3
y

2

 =− = =  ⇔ ⇔  − = − =   =
Εποµένως, 

5 3
M ,

2 2
 
  

Παράδειγµα 1

Να προσδιορίσετε τον πραγµατικό αριθµό x, ώστε τα διανύσµατα 
→
α =(4,x) και 

→
β = (x,1)

να είναι:  i. οµόρροπα  ii.  αντίρροπα.

Λύση

Είναι // det( , ) 0α β α β
→ → → →

⇔ = ⇔ 2 24   x
0 4 x 0 x 4 x 2

x   1 
= ⇔ − = ⇔ = ⇔ =  ή x -2=

Είναι , 0
→ → → →
α ↑↑ β ⇔ α = λβ µε λ >  και , 0

→ → → →
α ↑↓ β ⇔ α = λβ µε λ <

i.   Άν x = 2 τότε 
→
α = (4,2) = 2(2,1) = 2

→
β . Αρα 

→ →
α ↑↑ β .

ii.  Άν x = -2 τότε (4, 2) 2 . Ά  .α β ρα α β
→ → → →
= − = − ↑↓

,όπου ,
α β

λ λ→ →  είναι οι συντελεστές διεύθυνσης των διανυσµάτων.

Όταν µας δίνεται παραλληλία διανυσµάτων ή όταν µας ζητούν να αποδείξουµε ότι

κάποια  έστω α και β
�� �

διανύσµατα είναι παράλληλα χρησιµοποιούµε τις σχέσεις:

( )
i. , R

ii. det , 0

iii. α β

α = λβ λ∈

α β =

λ = λ�� �

�� �

�� �

Κατηγορία - Mέθοδος   2

Στις ασκήσεις που αναφέρονται σε συνευθειακά σηµεία, θεωρούµε δύο από τα έξι

διανύσµατα που ορίζουν τα σηµεία αυτά και χρησιµοποιούµε τη συνθήκη παραλλη-

λίας,ή ότι η ορίζουσα των συντεταγµένων τους είναι ίση µε το µηδέν .

Κατηγορία - Mέθοδος   3
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Παράδειγµα 1

 ∆ίνονται τα µη µηδενικά διανύσµατα 
→
α  και 

→
β  και τα διανύσµατα:

2 3 , 4
→ → → → → →

ΟΑ = α+ β ΟΒ = α+ β  και 4
→ → →
ΟΓ = α+ β

Να αποδείξετε οτι τα σηµεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά.

Λύση

Για τα διανύσµατα 
→
ΑΒ και 

→
ΒΓ  έχουµε: 4 (2 3 )

→ → → → → → → → →
ΑΒ = ΟΒ−ΟΑ = α+ β− α+ β = −α+ β

και 4 ( 4 ) 3 3
→ → → → → → → → →
ΒΓ = ΟΓ−Ο∆ = α+ β− α+ β = α− β

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι 3( ) 3
→ → → →
ΒΓ = − −α+ β = − ΑΒ που σηµαίνει ότι τα σηµεία Α,Β

και Γ είναι συνευθειακά. ( Οι φορείς τους είναι παράλληλες ευθείες µε κοινό σηµείο )

Γ.  ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Στο επόµενο σχήµα να γράψετε τους συντελεστές διεύθυνσης των διανυ-

σµάτων: 
→
ΑΒ ,

→
Γ∆  και 

→
ΕΓ

Λύση

Είναι Α ( 2 , 4 ) , Β ( 5 , 5 ) ,  Γ ( 5 , 3 ) ,

∆ ( 7 , 1 ) και Ε ( 2 , 0 ) οπότε

AB (3,1), (2, –2), (3,3)Γ∆ ΕΓ
→ → →

= = =  και

οι συντελεστές διεύθυνσης είναι:

1 2
, 1

3 2
→ →

ΑΒ Γ∆

−λ = λ = = −  και 
3

1
3

→

ΕΓ
λ = =

Άσκηση 2

∆ίνονται τα σηµεία Α ( 2 , 0 ) , Β ( -1 , 2 ) και Γ ( -3 , -3 ). Να υπολογίσετε το µήκος των

πλευρών και το µήκος της διαµέσου που άγεται από την κορυφή Α του τριγώνου ΑΒΓ.

Λύση

Στο σχήµα που ακολουθεί παραστήσαµε τα σηµεία Α , Β και Γ. Είναι:

( 1 2, 2 0) ( 3,2)
→
ΑΒ = − − − = −

    ( 3 1, 3 2) ( 2, 5)
→
ΒΓ = − + − − = − −

    ( 3 2, 3 0) ( 5, 3)
→
ΑΓ = − − − − = − −

Οπότε τα αντίστοιχα µήκη είναι:

2 2( 3) 2 13ΑΒ = − + =

      2 2( 2) ( 5) 29ΒΓ = − + − =
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      2 2( 5) ( 3) 34ΑΓ = − + − =
Οι συντεταγµένες του µέσου Μ της πλευράς

ΒΓ είναι: 
3 1 3 2 1

, 2,
2 2    2

− − − + −   Μ = −      

Άρα,
1

4, –
2

ΑΜ
→  = −  

και το µήκος του είναι:

( )
2

2 1 1 65
4 16 .

2 4 2
ΑΜ
����� − = − + = + =  

Άσκηση 3

∆ίνεται ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και σηµείο Μ  τέτοιο ώστε να ισχύει:

·
→ →

ΑΜ = λ ΜΒ , { }R- -1λ∈
Να προσδιορίσετε τις συντεταγµένες του Μ συναρτήσει των συντεταγµένων των

σηµείων Α και Β.

Λύση

Έστω Μ(x,y) και Α 1 1(x , y ) , B 2 2(x , y ) τότε είναι: 1, 1(x – x y – y )ΑΜ
→

= και

2 2(x x, y y)ΜΒ
→

= − − οπότε: ·
→ →

ΑΜ = λ ΜΒ⇔

( 1x x− , 1y y− ) = 2 2·(x x, y y)λ − − ⇔

⇔ 1x x− = 2·(x x)λ −  και 1
yy − = ( )2y yλ −

1 2 1 2x λx y y
x   y ,  µε λ -1

1 λ 1 λ

λ
και

+ +
⇔ = = ≠

+ +
Σχόλιο: Για λ = 1 παίρνουµε τις συντεταγµένες

του µέσου Μ του τµήµατος ΑΒ.

∆. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Να προσδιορίσετε διάνυσµα που να έχει µέτρο 125 και να είναι

i. αντίρροπο µε το διάνυσµα (3, 4) 
→
α = − ii. οµόρροπο µε το διάνυσµα (4,3)

→
β =

(Υπ: Έστω u (x, y)
→
= το ζητούµενο διάνυσµα.Τότε u u · 0α λ α µε λ

→ → → →
↑↓ ⇔ = <

και u u · 0β λ β µε λ
→ → → →
↑↑ ⇔ = >    i. u (–75,100)

→
=   ii. u (100,75)

→
= )

2. Σ’ ένα σύστηµα συντεταγµένων, οι τετµηµένες  των σηµείων Α και Β είναι ρίζες της

εξίσωσης  02002x)11λ6λ(x 22 =−⋅+−− . Να βρείτε το λ, ώστε το µέσο του ΑΒ να έχει

τετµηµένη ίση µε 3.

(Υπ: Χρησιµοποιήστε τον τύπο που δίνει το άθροισµα των ριζών τριωνύµου.Είναι λ = 5 ή λ = 1)
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3. ∆ίνονται τα σηµεία Α(3,0) και Β(4,2).  Να υπολογιστούν οι συντεταγµένες της κορυφής

Γ του παραλληλογράµµου ΟΑΒΓ όπου Ο το σηµείο Ο(0, 0).

(Απ: Γ(1, 2))

4. Να αποδειχθεί ότι τα σηµεία Α(-1,3), Β(2,0) και Γ(-3,5) είναι συνευθειακά.

(Υπ: ∆είξτε //ΑΒ ΑΓ
→ →

)

5. Να βρείτε τον πραγµατικό αριθµό x, ώστε τα διανύσµατα 
→
α = (x, 3) και 

→
β = (3,x) να είναι

οµόρροπα.

(Απ: x = 3)

6. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε: Α(0,4), Β(-2,0), Γ(5,0)και σηµείο Σ της ΒΓ είναι τέτοιο ώστε

3 4 0ΒΣ ΣΓ
→ → →

− = .

α. Να εκφράσετε το διάνυσµα AΣ
→

 ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων 
→
ΑΒ  και

→
ΑΓ .

β. Να βρείτε τις συντεταγµένες του AΣ
→

(Απ: α.
3 4

7 7
ΑΣ ΑΒ ΑΓ
→ → →

= + β.
38 328

x , y
21 21

− −
= = )

Ε. ΤΟ   ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ    ΘΕΜΑ

α. Να προσδιορίσετε τα διανύσµατα ( ) ( )2, 1 2 , 3 2α = λ − µ + και β = λ − µ +
�� �

ώστε τα δια-

νύσµατα ,α +β α −β
�� � �� �

 να είναι συγγραµµικά προς τα διανύσµατα ( )2,4γ = −
�

 και

( )1,5δ =
�

 αντίστοιχα.

β. ∆ιάνυσµα µε αρχή την αρχή των συντεταγµένων , έχει τετµηµένη  - 3 και συντελεστή

διεύθυνσης  -1. Να βρείτε σε ποιό τεταρτηµόριο ανήκει το πέρας του.

(Υπ.: α. Χρησιµοποιείστε τη συνθήκη παραλληλίας,

     β. Πρέπει να έχει ετερόσηµες συντεταγµένες)
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4 Η ευθεία στο επίπεδο

Α.    ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Ορισµός

Μια εξίσωση f(x, y) = 0 µε δύο αγνώστους x, y λέγεται εξίσωση µιας γραµµής C όταν οι

συντεταγµένες των σηµείων της C και µόνον αυτές την επαληθεύουν.

Τότε γράφουµε  C :  f(x, y) = 0.

Παρατηρήσεις

1. Το σηµείο Ρ(α, β) ανήκει στη γραµµή C ή ισοδύναµα η γραµµή C διέρχεται από το σηµείο

Ρ(α, β), αν και µόνο αν, τα α,β επαληθεύουν την εξίσωση C, δηλ. f (α, β) = 0.

2. Η γραµµή C τέµνει τους άξονες x΄x και y΄y σε

σηµεία των οποίων οι συντεταγµένες είναι λύ-

σεις των εξισώσεων f(x, 0) = 0 και f(0, y) = 0

αντίστοιχα.

Με άλλα λόγια, για να βρούµε που τέµνει τον

άξονα x΄x µια γραµµή, θέτουµε στην εξίσωσή

της y = 0 και λύνουµε ως προς το x, ενώ για να

βρούµε που τέµνει τον y΄y θέτουµε x = 0 στον

τύπο της και λύνουµε ως προς το y.

3. Για να βρούµε τις συντεταγµένες του σηµείου τοµής δύο γραµµών, λύνουµε το σύστηµα

των εξισώσεών τους.

Ορισµός

Έστω Oxy σύστηµα συντεταγµένων και (ε) µία ευθεία που τέµνει τον άξονα x΄x στο σηµείο Α.
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Τη γωνία ω που διαγράφει ο άξονας x΄x όταν στραφεί γύρω από το Α κατά τη θετική φορά

(αντίθετη της κίνησης των δεικτών του ρολογιού) µέχρι να συµπέσει µε την ευθεία (ε) τη

λέµε γωνία που σχηµατίζει η (ε) µε τον άξονα x΄x.

Ορίζουµε ως συντελεστή διεύθυνσης ή κλίση της ευθείας (ε) την εφαπτοµένη της γωνίας

ω που σχηµατίζει η ευθεία (ε) µε τον άξονα x΄x.

Παρατηρήσεις

1. Αν η ευθεία (ε) είναι παράλληλη προς τον άξονα x΄x σχηµατίζει µε τον άξονα x΄x γωνία

ω = 0 και ο συντελεστής διεύθυνσης της (ε) είναι λ = εφ0 = 0.

2. Αν η ευθεία (ε) είναι παράλληλη προς τον y΄y, σχηµατίζει µε τον άξονα  x΄x  γωνία 
2
π

ω =

και ο συντελεστής διεύθυνσης της (ε) δεν ορίζεται.

3. Σε κάθε περίπτωση για την γωνία ω ισχύει πω <≤0 .

4. Όταν µια ευθεία (ε) και ένα διάνυσµα 
→
δ  είναι παράλληλα έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυν-

σης.

5. Ο συντελεστής διεύθυνσης λ µιας ευθείας που διέρχεται από τα σηµεία ( )AA x , yΑ και

( )x , yΒ ΒΒ  µε A Bx x≠  είναι 
Β Α

Β Α

y y
λ

x x

−
=

−
, ενώ αν A Bx x=  ο συντελεστής διεύθυνσης λ

δεν ορίζεται.

6. Αν οι ευθείες 1ε  και 2ε  έχουν συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ  αντίστοιχα τότε:

2121 λλε//ε =⇔  και 12121 −=⋅⇔⊥ λλεε

Εξίσωση ευθείας

α. Η εξίσωση  ευθείας (ε) η οποία διέρχεται από το σηµείο ( )0 0x , yΑ  και έχει συντελεστή

διεύθυνσης λ είναι: ( )0 0: y y x xε − = λ −

β.  Η εξίσωση  ευθείας ( ε)  η οποία διέρχεται από τα σηµεία ( )1 1x , yΑ

και ( )2 2x , yΒ  µε ΒΑ ≠ .

Αν 21 xx ≠  ισχύει 
12

12

xx

yy
λλ
ΑΒε −

−
==  οπότε είναι:

( )2 1
1 1

2 1

y y
ε : y y x x

x x

−
− = −

−
γ.  Η εξίσωση της ευθείας (ε) που τέµνει τον άξονα y΄y στο σηµείο

(0, β) είναι  ε : y λx β= +
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όπου λ ο συντελεστής διεύθυνσης της (ε)

δ.  Η εξίσωση της ευθείας (ε) που διέρχεται από το σηµείο Ο(0, 0)

και δεν είναι ο άξονας y΄y είναι:

ε : y λx=

ε.  Η εξίσωση της ευθείας (ε) που διέρχεται από το σηµείο ( )
οο

y,xΑ

και είναι παράλληλη στον άξονα x΄x είναι:

0: y yε =

στ. Η εξίσωση της ευθείας (ε) που διέρχεται από το σηµείο ( )
οο

y,xΑ

και είναι παράλληλη στον άξονα y΄y είναι:

0: x xε =

B.    ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1.

Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης ευθείας (ε) η οποία:

α.   Σχηµατίζει µε τον άξονα x΄x γωνία π/4.

β.   ∆ιέρχεται από τα σηµεία: Α(3, 1), Β(6, 5)

γ.   ∆ιέρχεται από τα σηµεία: Α(5, 1), Β(-3, 1)

δ.   ∆ιέρχεται από τα σηµεία: Α(6, 1), Β(6, -4)

ε.   Είναι κάθετη στην ευθεία (ζ): y = 2x + 1.

στ. Είναι παράλληλη στην ευθεία (η): 2x + y = 4

Για να προσδιορίσουµε το συντελεστή διεύθυνσης ευθείας χρειαζόµαστε:

α. τη γωνία που σχηµατίζει η ευθεία µε τον άξονα x΄x  ή

β. δύο σηµεία της ευθείας  ή

γ. παραλληλία ή καθετότητα της ευθείας µε µια άλλη ευθεία .

Αν γνωρίζουµε την εξίσωση µιας ευθείας, ο συντελεστής διεύθυνσης λ είναι ο συντε-

λεστής του x, όταν η εξίσωση είναι λυµένη ως προς y, για παράδειγµα η ευθεία

3x 2y 5+ =  γίνεται: 
3 5

y x
2 2

= − +  και έχει συντελεστή διεύθυνσης 
3

λ
2

= − .

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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Λύση

α. Προφανώς   λ = εφ 1
4

π = .

β. Αφού γνωρίζουµε  δύο σηµεία της ευθείας µε διαφορετικές τετµηµένες  χρησιµοποιούµε

τον τύπο: 2 1

2 1

y y

x x

−
λ =

−
 , οπότε: 

5 1 4

6 3 3ε
−

λ = =
−

.

γ. Είναι 
1 1

0
3 5

− −
λ = =

− −
. ∆ηλαδή η ευθεία (ε) είναι παράλληλη στον x΄x.

δ. ∆εν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης , αφού xΑ = 6 και xΒ = 6.

ε. Η ευθεία (ζ) έχει συντελεστή διεύθυνσης  λζ = 2.

Επειδή (ε) ⊥ (ζ) ⇔ λε · λζ = –1 ⇔ λε· 2 = –1 ⇔ 

1
-

2ελ =

στ. Είναι λη = –2. Εποµένως λε = –2, αφού είναι παράλληλες.

Παράδειγµα 1

Βρείτε την εξίσωση της ευθείας που ορίζουν τα σηµεία στις παρακάτω περιπτώσεις

i. Α (1, 2) και Β (1, - 3) ii. Α (1, 2), Β (-3, 2) iii. Α (1, 2) και Β (- 2, 4)

Λύση

i. Τα σηµεία Α, Β έχουν ίδια τετµηµένη x = 1 οπότε η εξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι x = 1.

ii. Τα σηµεία Α, Β έχουν ίδια τεταγµένη y = 2  οπότε η εξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι y = 2.

iii. Είναι 3
2

12
24 −=

−−
−=

ΑΒ
λ  οπότε η εξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι )x(y 1

3
22 −−=− .

Παράδειγµα 2

Οι κορυφές του τριγώνου ΑΒΓ είναι Α (-1, 2), Β (3, 4), Γ (- 5, 6). Να βρεθούν:

α.   Η εξίσωση του ύψους υ
α 

.

β.   Η εξίσωση της διαµέσου µ
α 

.

γ.   Η εξίσωση της µεσοκαθέτου δ της πλευράς  ΒΓ του τριγώνου .

Λύση

α.  Γνωρίζουµε ότι το ύψος  υα διέρχεται απο το σηµείο  Α (- 1, 2) και µπορούµε να προσδιο-

ρίσουµε το συντελεστή διεύθυνσής του 
α

υ
λ  αφού 

α
υΒΓ⊥ .

Για να βρούµε την εξίσωση µιας ευθείας (ε) χρειαζόµαστε:

α. Τις συντεταγµένες ενός σηµείου της και το συντελεστή διεύθυνσής της   ή

β. Τις συντεταγµένες δύο σηµείων της.

Οι συντεταγµένες σηµείου που ανήκει σε δύο ευθείες προσδιορίζονται από τη λύση

του συστήµατος των εξισώσεων των δύο ευθειών.

Κατηγορία - Mέθοδος   2
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Είναι 
6 4 1

5 3 4ΒΓ
−λ = = −

− −
 και 1−=⋅

α
υΒΓ

λλ οπότε

4=
α

υ
λ .  Έτσι η εξίσωση του 

α
υ  είναι:

y 2 4(x 1) y 4x 6− = + ⇔ = +

β.Η διάµεσος 
α

µ  διέρχεται απο το σηµείο  Α (- 1, 2) και

µπορούµε να προσδιορίσουµε ένα δεύτερο σηµείο

της το µέσο Μ του ΒΓ.

Είναι Β Γ Β Γ
x x y y

Μ , ( 1,5)
2 2

+ +  = − 
 

Τα σηµεία Α (- 1, 2) και Μ (- 1, 5) έχουν ίδια τετµηµένη x = - 1, οπότε η εξίσωση της 
α

µ

είναι: x = - 1.

γ. Η µεσοκάθετος  δ του ΒΓ διέρχεται απο το σηµείο Μ (- 1, 5) και µπορούµε να προσδιο-

ρίσουµε το συντελεστή διεύθυνσης  λδ αυτής ,αφού δ//υα.

Είναι δυ
λλ

α

== 4 . Έτσι η εξίσωση της δ είναι: 94145 +=⇔+=− xy)x(y

Παράδειγµα 1

Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που περνά από το σηµείο Μ (1, 4) τέµνει τις ευθείες

41 +−= xy:δ , 2 : y 2x 3δ = +  στα Α, Β αντίστοιχα έτσι ώστε το Μ να είναι µέσο του ΑΒ.

Λύση

Οι εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το Μ (1, 4) είναι οι:

1=x:δ   ή : y 4 (x 1) y x 4η − = λ − ⇔ = λ + − λ

Έστω Α το σηµείο τοµής των: 
1

: x 1 x 1

: y x 4 y 3

δ = = 
⇔ δ = − + =

   Τότε Α (1, 3)

Για να βρούµε την εξίσωση µιας ευθείας (ε) που διέρχεται από γνωστό σηµείο 0 0(x ,y )Ρ
και έχει µία επιπλέον ιδιότητα,  γράφουµε τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται

από το 0 0(x ,y )Ρ  :

0: x xδ =   και  ( )0 0: y y x xη − = λ − , Rλ ∈

i.  Εξετάζουµε αν η γνωστή ευθεία 0: x xδ =  έχει ή όχι την αναφερόµενη ιδιότητα.

ii. Απαιτούµε οι ευθείες (η) να έχουν την ιδιότητα και έτσι προσδιορίζουµε το Rλ ∈ .

Κατηγορία - Mέθοδος   3
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Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1.

Να βρείτε τη γωνία που σχηµατίζει µε τον άξονα x΄x η καθεµιά από τις παρακάτω ευθείες:

α. Η ευθεία που περνά από τα σηµεία Α(–3, 2), Β(–7, 6).

β. Η ευθεία που περνά από τα σηµεία Α(10, 1),  Β(–10, 1).

γ. Η ευθεία που είναι κάθετη προς την ευθεία (ζ): 
- 3

y = x +1
3

.

δ. Η ευθεία που περνά από τα σηµεία Α(7, 3), Β(7, 1).

ε. Η ευθεία που περνά από την αρχή των αξόνων και το σηµείο Α(–2, –2).

Λύση

α. 
6 2 4

1
7 3 4

−
λ = = = −

− + −
. Η ζητούµενη γωνία είναι �

3
φ

4

π
= , αφού 

3π
εφ 1

4
= − .

Έστω Β το σηµείο τοµής των: 
2

: x 1 x 1

: y 2x 3 y 5

δ = = 
⇔ δ = + =

 , τότε Β (1, 5)

Ισχύει 
ΒΑΜ

xxx +=2  και 2y y yΜ Α Β= +  οπότε Μ µέσον του ΑΒ και η ευθεία 1=x:δ  είναι

λύση του προβλήµατος.

Έστω Α  το σηµείο τοµής των  η και δ1:

1

: y x 4 x 4 x 4 x , 1
1

: y x 4 y x 4
y x 4

λη = λ + − λ λ + − λ = − + = λ ≠ −  ⇔ ⇔ λ +  δ = − + = − +  = − +
Άρα x , 1

1Α
λ= λ ≠ −

λ +

Έστω Β το σηµείο τοµής των :

 
2

1
: y x 4 x 4 2x 3 x , 2

2
: y 2x 3 y 2x 3

y 2x 3

λ −η = λ + − λ λ + − λ = + = λ ≠  ⇔ ⇔ λ −  δ = + = +  = +

 Άρα B
1

x , 2
2

λ −= λ ≠
λ −

Αφού το Μ είναι  µέσον του ΑΒ πρέπει να ισχύει :

2 2 21
2x x x 2 2 2 4 2 1

1 2Μ Α Β
λ λ −= + ⇔ = + ⇔ λ − λ − = λ − λ + λ − ⇔

λ + λ −
-4 = -1 , που είναι

 αδύνατη.

Αν λ = -1 ή λ = 2 θα είναι 1δ//η  ή 2//η δ  και δεν υπάρχουν σηµεία τοµής.

Εποµένως η ζητούµενη ευθεία είναι η x = 1.

Παρατήρηση :

Αφού βρήκαµε την ευθεία x = 1 µπορούσαµε να αποκλείσουµε την ύπαρξη άλλης ευθείας

διότι , αν υπήρχε κι’άλλη ευθεία που θα έτεµνε τις δ
1
,δ

2
 σε σηµεία Γ,∆ µε Μ µέσο του Γ∆ το

τετράπλευρο ΑΒΓ∆ θα ήταν παραλληλόγραµµο.Πράγµα που δεν γίνεται αφού οι δ
1
,δ

2 
δεν

είναι παράλληλες. Η παραπάνω απόδειξη έγινε για διδακτικούς λόγους.
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β. Είναι 
1 1

λ 0
10 10

−
= =

− −
. Εποµένως � 0φ 0=  αφού 0εφ0 0= .

γ. 
3

3ζλ = − . Επειδή (ε) ⊥ (ζ) ⇔ λε·λζ = –1 ⇔ λε·
3

3

 
−   

= –1 ⇔ λε = 3 . Άρα οφ̂ 60= .

δ. Παρατηρούµε ότι δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης για την ευθεία (ε). Εποµένως

είναι παράλληλη στον άξονα y΄y και η γωνία που µας ζητείται είναι: οφ̂ 90=

ε. Είναι 
2 0

λ 1
2 0

− −
= =

− −
. Εποµένως: οφ̂ 45= αφού 45 1οεφ =

Άσκηση 2.

Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε) η οποία διέρχεται από το σηµείο Α(1, 3) και:

α. Είναι παράλληλη στο διάνυσµα (5, 2)
→
α =

β. Είναι παράλληλη στο διάνυσµα (0, 6)
→
β =

γ. ∆ιέρχεται από την αρχή των αξόνων.

Λύση

α. Το διάνυσµα α
�

 έχει συντελεστή διεύθυνσης: 
2

5
. Εποµένως: 

2

5ελ = .

Η ευθεία (ε) διέρχεται απο το  γνωστό σηµείο Α(1, 3) έχει συντελεστή διεύθυνσης 
2

5ελ = .

Άρα έχει εξίσωση   (ε): y - 3 = 
2

(x 1)
5

− .

β. Είναι: // y´y.
→
β  Εποµένως (ε) // y΄y και αφού διέρχεται από το σηµείο Α(1, 3) έχει εξίσωση:

x = 1.

γ. Aφού η (ε) διέρχεται από την αρχή των αξόνων είναι της µορφής: y = λx. Επίσης διέρχε-

ται από το σηµείο Α(1, 3), εποµένως οι συντεταγµένες του την επαληθεύουν.

Έτσι: 3 = λ · 1 ⇔ λ = 3. Άρα (ε): y = 3x.

Άσκηση 3.

Έστω  τρίγωνο ΑΒΓ µε Α(2, –1), Β(4, 1) και Γ(2, 7).

Να βρείτε τις εξισώσεις:

α. Της πλευράς ΒΓ.

β. Του ύψους Α∆

γ. Της διαµέσου ΒΜ

δ. Της µεσοκαθέτου της πλευράς ΑΓ

Λύση

α. Γνωρίζουµε δύο σηµεία της ΒΓ. Βρίσκουµε το λΒΓ από τον τύπο:
B

y y

x x
Γ Β

Γ

−
λ =

−
 και από
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τον τύπο y - y0 = λ(x - x0), την εξίσωσή της.

Έιναι: 
7 1

3
2 4ΒΓ

−
λ = = −

−
. Εποµένως ΒΓ: y - 1 = -3(x - 4).

β. Γνωρίζουµε ένα σηµείο του ύψους Α∆ το Α και µπορούµε να βρούµε το συντελεστή

διεύθυνσης λ διότι  Α∆ ⊥ ΒΓ. Είναι: λΒΓ = -3.

Α∆ ⊥ ΒΓ ⇔ λΑ∆·λΒΓ = –1 ⇔ λΑ∆·(–3) = –1 ⇔ λΑ∆= 
1

3
.

Εποµένως  Α∆: y + 1 = 
1

3
·(x - 2).

γ. Γνωρίζουµε το σηµείο της Β της διαµέσου και µπορούµε να υπολογίσουµε το Μ ως

µέσον της ΑΓ.

Είναι: A Ax x y y 2 2 1 7
, ,

2 2 2 2
Γ Γ+ + + − +   Μ =     

= (2, 3).

Εποµένως , 
3 1

λ 1
2 4ΒΜ

−
= = −

−
 και  η εξίσωση της ΒΜ είναι :   y–1 = –1(x–4).

δ. Γνωρίζουµε το σηµείο  Μ της µεσοκαθέτου και υπολογίζουµε το συντελεστή διεύθυνσης

λδ από την καθετότητά της µε την ΑΓ.

Παρατηρούµε ότι για την ΑΓ δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης, δηλαδή ΑΓ//y΄y.

Επειδή δ ⊥ ΑΓ θα  είναι δ//x΄x και αφού περνά από το σηµείο Μ(2, 3) έχει εξίσωση:

y = 3.

Άσκηση 4.

Να δείξετε ότι τα σηµεία Α(–1, –2), Β(3, –1), Γ(4, 2), ∆(0, 1) είναι κορυφές παραλληλο-

γράµµου. Να βρεθούν οι συντεταγµένες του κέντρου του Κ.

Λύση

Είναι
1 2 1

3 1 4ΑΒ
− +

λ = =
+

 και 
1 2 1

0 4 4Γ∆
−

λ = =
−

.

Εποµένως ΑΒ//Γ∆.

Ακόµα 2 2(ΑΒ) = ( 1 3) ( 2 1) 17− − + − + =   και

2 2(Γ∆) = (0 4) (1 2) 17− + − =
Το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ έχει δύο πλευρές παράλληλες και ίσες. Εποµένως είναι παραλλη-

λόγραµµο. Το κέντρο του Κ είναι το µέσο της διαγωνίου ΑΓ.

Άρα:

1 4 2 2 3
, , 0 .

2 2 2

− + − +   Κ =      
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Άσκηση 5.

α. Να δείξετε ότι τα σηµεία Α(1, 3), Β(2, 6), Γ(–5, –15) είναι συνευθειακά.

β. Το ίδιο για τα σηµεία Α(5, –4), Β(–2, 3), Γ(t, 1 – t), t R∈ .

γ. Το ίδιο για τα σηµεία Α(1, 3), Β(1, –2), Γ(1, 1).

Λύση

Για να δείξουµε ότι τρία σηµεία είναι συνευθειακά, αρκεί να δείξουµε:

i.  λ λΑΓ ΒΓ=  ή λ λΑΓ ΑΒ=  ( αν ορίζονται οι αντίστοιχοι συντελεστές).

ii. Ένα από τα τρία σηµεία ανήκει στην ευθεία που ορίζουν τα άλλα δύο.

iii. ∆ύο από τα διανύσµατα ,A ,
→ → →

ΑΒ Γ ΒΓ  είναι συγγραµµικά.

α. λΑΒ = 3, 
18

λ 3
6ΑΓ

−
= =

−
. Άρα ΑΒ//ΑΓ και αφού έχουν κοινό το σηµείο Α, ταυτίζονται.

Συνεπώς τα Α, Β, Γ συνευθειακά.

β. Επειδή 
7

λ 1
7ΑΒ

−
= = − η ΑΒ έχει εξίσωση : y + 4 = -1(x – 5) ⇔ y = –x + 1.

Αντικαθιστούµε τις συντεταγµένες του Γ στην εξίσωση της ΑΒ και παρατηρούµε ότι την

επαληθεύουν, αφού: 1 – t = – t + 1. Εποµένως το Γ ανήκει στην ευθεία ΑΒ.

γ. Τα τρία  σηµεία έχουν την ίδια τετµηµένη. Άρα βρίσκονται επάνω στην ευθεία x = 1.

Άσκηση 6.

∆ίνεται η ευθεία (ε): y = x + 1 και το σηµείο Α(3, 1). Να βρείτε:

α. Την προβολή του Α πάνω στην (ε).

β. Το συµµετρικό του Α ως προς την ευθεία (ε).

Λύση

α. Είναι λε = 1. Επειδή ΑΚ ⊥ ε θα είναι λΑΚ = –1.

Εποµένως ΑΚ: y – 1 = –1(x – 3) ⇔ y = –x + 4.

Το σηµείο Κ είναι το σηµείο τοµής των ευθειών

(ε) και ΑΚ και το βρίσκουµε λύνοντας το σύστη-

µα των εξισώσεών τους.

y x 1 5 3
y x

y x 4 2 2

= + 
⇔ = και == − + 

.Άρα: 
3 5

K ,
2 2

 
  

β. Το Κ είναι µέσο του ΑΑ΄. Εποµένως:

A A΄
A΄ K AK

A΄ A΄

A A΄

K A΄ K A

x x x 2x xx
2 x 0 και y 4

y y
y y 2y y

2

+  = − =  ⇔ ⇔ = = +  = = − 

. Άρα Α΄(0, 4).
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Άσκηση 7

∆ίνονται οι εξισώσεις δύο πλευρών παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆, (ε
1
): y = x – 5 και

(ε
2
): y = –2x + 1, καθως και οι συντεταγµένες µίας κορυφής του (1, 4). Να βρείτε:

α. Τις εξισώσεις των δύο άλλων πλευρών.

β. Τις συντεταγµένες των κορυφών του.

Λύση

Οι συντεταγµένες του σηµείου (1,4), δεν επαληθεύουν

καµµία από τις εξισώσεις των (ε1) και (ε2), δηλαδή το

σηµείο (1,4) δεν ανήκει σε αυτές τις ευθείες. Μπορού-

µε λοιπόν να υποθέσουµε ότι το δοσµένο σηµείο είναι

το Α και οι ευθείες (ε1) και (ε2) είναι οι Γ∆ και ΒΓ

αντίστοιχα.

Λύνουµε το σύστηµά τους για να βρούµε το Γ:

y x 5

y 2x 1

= − 
⇔= − + 

x = 2  και  y = –3, άρα Γ(2, –3).

Γνωρίζουµε το σηµείο Α της ΑΒ και το συντελεστή διεύθυνσής της λ = 1 (αφού ΑΒ//Γ∆ και

λΓ∆ = 1). Άρα

ΑΒ: y – 4 = 1(x – 1)  ⇔  y = x + 3.

Λύνουµε το σύστηµα των ΑΒ και ΒΓ και  βρίσκουµε τις συντεταγµένες του σηµείου Β:

y 2x 1 2
x

y x 3 3

= − + 
⇔ = −= + 

 και 
7

y
3

= . Άρα 
2 7

B ,
3 3

 −  
Γνωρίζουµε το σηµείο Α(1, 4) της Α∆ και το συντελεστή διεύθυνσής της  λ = –2. Εποµέ-

νως:

Α∆: y – 4 = –2(x – 1) y 2x 6⇔ = − + .

Το κέντρο Κ του παραλληλογράµµου είναι το µέσον  του ΑΓ, άρα: 
3 1

K ,
2 2

 
  

.

Το Κ είναι επίσης µέσο του Β∆, άρα:

B
K K B

B
K K B

x x 3 2 11
x x 2x x 2

2 2 3 3
y y 1 7 4 11 4

y y 2y y 2 . Άρα ,
2 2 3 3 3 3

∆
∆

∆
∆

+
= ⇔ = − = ⋅ + =

+ − − = ⇔ = − = ⋅ − = ∆  

Άσκηση 8.

Να βρεθούν οι εξισώσεις των ευθειών που περνούν από το σηµείο Μ(2, 3) και σχηµατί-

ζουν µε τους άξονες τρίγωνο εµβαδού 
1

2
.

Λύση

Όλες οι ευθείες που περνούν από το Μ(2, 3) έχουν εξισώσεις :

y – 3 = λ(x – 2), Rλ ∈  (1)  ή   x = 2
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Η ευθεία x  = 2 δεν είναι λύση της άσκησης, αφού είναι κάθετη στον x΄x και δεν σχηµατίζει

τρίγωνο µε τους άξονες.

Έτσι χρησιµοποιούµε την εξίσωση (1).  Η ευθείες  που αυτή παριστάνει, τέµνουν τους

άξονες στα σηµεία Α και Β.

Για y = 0 παίρνουµε απο την (1) :

(1) 
y 0 2 3

x 0,
= λ −

⇔ = λ ≠
λ

εποµένως 
2λ 3

, 0
λ

− Α  

(Για λ = 0 η ευθεία είναι παράλληλη στον x΄x).

Για x = 0 παίρνουµε απο την (1) :

(1)
x 0=
⇔  y = –2λ + 3, εποµένως Β(0, –2λ + 3)

Το τρίγωνο ΒΟΑ είναι ορθογώνιο και το εµβαδόν του ισούται µε το ηµιγινόµενο των

καθέτων πλευρών. Άρα (ΒΟΑ) = 
1

2
 (ΟΑ)·(ΟΒ). Έτσι έχουµε:

2 2

2

2 2

4 12 9 4 13 9 0 (2)
2 31 1

2 3 2 3 ή ή
2 2

4 12 9 4 11 9 0 (3)

λ λ λ λ λ
λ

λ λ λ
λ

λ λ λ λ λ

 − + = − + =
−  − + = ⇔ − = ⇔ ⇔ 

 − + = − − + = 
Η εξίσωση (2) έχει λύσεις λ1 = 1 και λ2 = 9/4 και η (3) είναι αδύνατη.

Εποµένως οι ζητούµενες ευθείες είναι

 (ε1): y – 3 = 1(x – 2)   και   (ε2): y – 3 = 
9

4
(x – 2)

∆. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. ∆ίνονται τα σηµεία Α (2α - 1, 3) και Β (5, - 2). Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ΑΒ, όταν

Rα ∈ .

(Απ: Αν 3α ≠  είναι 
62

5
−

=
α

λ
ΑΒ

 και )x(
α

y:ΑΒ 5
62

52 −
−

=+ . Αν  α = 3 τότε ΑΒ: x = 5 )

2. ∆ίνονται τα σηµεία 



κ

,κP
1

 και 
1

Q ,
 λ λ 

 µε 0≠λ,κ  και λκ ≠ .

i.  Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας PQ.

ii. Αν η ευθεία PQ τέµνει τους άξονες x΄x και y΄y στα σηµεία Α και Β αντίστοιχα να

δείξετε ότι ΑP = ΒQ.

(Απ: i. PQ

1−λ =
κλ

 και 
1 1

PQ : y (x )κ
κ κλ

−− = −  ii. Α (κ + λ, 0)  


 +
κλ

,Β
110

2
2 1

κ
λ)QΒ()PΑ( +== )
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3. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε 
2
3

2
1 += xy , 2+−= xy  εξισώσεις δύο εκ των υψών του και Α (1, 4).

Να βρεθούν οι εξισώσεις των πλευρών του καθώς και οι κορυφές του Β και Γ.

(Απ: ΑΓ: y = - 2x + 6, )x(y:ΒΓ 3
7
2 +−= ,  ΑΒ: y = x + 3,  Β (- 3, 0),  Γ (4, - 2))

4. Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α (- 8, 2) και Β (7, 4) οι δύο κορυφές του ενώ Η (5, 2) το ορθόκεντρό

του.Βρείτε: i. την εξίσωση της ΒΓ ii. τις συντεταγµένες της κορυφής Γ.

(Απ: i. ΑΗ: y = 2 όπου ΒΓ: x = 7 ii. Γ (7, - 13))

5. ∆ίνεται η ευθεία ε: y = 1 - x. Να βρεθεί το συµµετρικό του Ρ (2, 3) ως προς την ευθεία ε.

(Απ: Μ (- 2, - 1))

6. ∆ίνονται τα σηµεία Α (4, 2), Β (3, - 1) και η ευθεία (ε): xy 3−= . Να βρεθεί σηµείο Γ της

ευθείας  (ε) ώστε το ΑΒΓ να είναι ισοσκελές µε κορυφή του Β.

(Απ: Γ (α, - 3α)  ( ) ( ) 0ΒΑ ΒΓ α= ⇔ =  ή 
6

5
α =  άρα Γ (0, 0) ή 


 −

5
18

5
6

,Γ )

7. ∆ίνονται τα σηµεία Α (8, 0) και Β (0, 4)

i.  Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας Ο∆ µε Ο την αρχή των αξόνων ∆ µέσο του ΑΒ.

ii.  Βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε) που είναι κάθετη στην Ο∆ στο ∆.

iii. Αν Μ τυχαίο σηµείο της (ε) δείξτε ότι 2 2 2MA MB 2OM
→ → →

+ =

(Απ: i. ∆ (4, 2)  
1

: y x
2

Ο∆ =  ii. 102 +−= xy ) iii. Αν Μ (α, - 2α + 10) τότε MA (8 ,2 10)
→

= − α α − ,

MB ( ,2 6)
→

= −α α −  OM ( , 2 10)
→

= α − α +  και 
2 2 2

22 OM 10 80 200 MA MB
→ → →

= α − α + = +

8. Έστω το τετράγωνο ΑΒΓ∆ µε  κορυφή του Α(1,5). Η µία διαγώνιος βρίσκεται πάνω στην

ευεθία y 2x= . Βρείτε τις συντεταγµένες των κορυφών Β, Γ, ∆ του τετραγώνου.

(Υπ:  
14 28

B ,
5 5

 
  

,
17 19

,
5 5

 Γ  
,

8 16
,

5 5
 ∆  

 )

9. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από τα σηµεία Α (συνθ, ηµθ) και Β (ηµθ, συνθ)

αν 
2 2

π π− < θ <  και 
4
π

θ ≠ . Για ποια τιµή του θ η ευθεία αυτή διέρχεται από την αρχή των

αξόνων;

(Απ: y x ( )= − + ηµθ + συνθ , 
4

πθ = −  (σχ. 7 βιβλίου, σελ. 64))
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10. ∆ίνονται τα σηµεία Α (λ, 0), Β (2λ, 3λ) µε 0λ ≠ . Αν η κάθετη στην ΑΒ στο Α τέµνει την

λx 2−=  στο Γ να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές µε κορυφή το Α.

(Υπ:
210λ)ΑΒ( = , ( 2 , y )ΓΓ − λ   1ΑΒ ΑΓλ ⋅λ = − ,    λy

λ

y
Γ

Γ =⇔−=
−

⋅ 1
3

3 .Άρα Γ (- 2λ, λ)

και )ΑΒ(λ)ΑΓ( == 210 ).

Ε. ΤΟ ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

Έστω ΑΒΓ το τρίγωνο που σχηµατίζεται απο τις ευθείες µε εξισώσεις :

1 2 3
1 2 3

y x , y x , y x
α α α= λ + = λ + = λ +
λ λ λ

∆είξτε ότι το ορθόκεντρο του τριγώνου βρίσκεται πάνω σε µια ευθεία.

(Yπ.: Βρείτε τα σηµεία τοµής δύο ευθειών και το σηµείο τοµής δύο υψών.

Η ζητούµενη ευθεία είναι η  x + α = 0 )
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5 Γενική µορφή εξίσωσης ευθείας

Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ

Θεώρηµα

Κάθε ευθεία έχει εξίσωση της µορφής: Ax By 0 , 0 0+ + Γ = µε Α ≠ η Β ≠ (1)

και αντιστρόφως κάθε εξίσωση της µορφής (1) παριστάνει ευθεία γραµµή.

Παρατηρήσεις :

Αν 0Β ≠  τότε:

α. Η ευθεία µε εξίσωση  (1) έχει συντελεστή διεύθυνσης  
Α

λ
Β

= −

β. Η ευθεία µε εξίσωση  (1) είναι παράλληλη στο µη µηδενικό διάνυσµα ( ),
→
δ = Β −Α .

γ. Η ευθεία µε εξίσωση  (1) είναι κάθετη στο µη µηδενικό διάνυσµα ( )k A, B
→

= .

B.   ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1

∆ίνεται η εξίσωση (µ2 - 1)x + (µ + 1)y + (µ2 - 3µ + 2) = 0  Rµ ∈ (1). Να βρείτε τις τιµές του

µ για τις οποίες η (1) παριστάνει ευθεία. Πότε είναι παράλληλη στον άξονα x΄x, πότε

στον y΄y και πότε διέρχεται από την αρχή των αξόνων;

Λύση

2µ 1 0 µ 1

µ 1 0 µ 1

− = ⇔ = ± 
+ = ⇔ = − 

 Εποµένως για µ = -1 η (1) δεν παριστάνει ευθεία.

Για να είναι ευθεία παράλληλη στον άξονα  x΄x πρέπει να ισχύουν συγχρόνως :

Για να δείξουµε ότι µία εξίσωση της µορφής: Ax + By + Γ = 0, όπου τα Α, Β, Γ δίνονται

συναρτήσει  µιας παραµέτρου, παριστάνει ευθεία, πρέπει να δείξουµε ότι τα Α και Β δε

µηδενίζονται ταυτόχρονα (για την ίδια τιµή της παραµέτρου).

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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2µ 1 0 και µ 1− = ≠ − ,  δηλαδή µ = 1.

Για να είναι ευθεία παράλληλη στον y΄y πρέπει να ισχύουν συγχρόνως :

  µ 1 0 και µ 1+ = ≠ − , που είναι αδύνατο.

Άρα η (1) δεν γίνεται παράλληλη στον y΄y για καµία τιµή του µ.

Για να περνά από την αρχή  Ο πρέπει να ισχύουν συγχρόνως :

2µ 3µ 2 0 και µ 1− + = ≠ −
δηλαδή µ = 1 ή µ = 2.

Παράδειγµα 1

∆ίνεται η εξίσωση: -x - 2 (2x 3y -1) 0, R+ λ + = λ ∈ (1).

α. Να αποδειχθεί ότι:

i.  Για κάθε Rλ ∈  η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία.

ii. Όλες οι ευθείες που ορίζονται από την (1) διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

β. Ποια από τις παραπάνω ευθείες είναι κάθετη στην ευθεία (η):
1

y = x + 3
2

;

Λύση

α. i. Η (1) γράφεται ισοδύναµα: (2λ - 1)x + 3λy - λ - 2 = 0.

 Επειδή το σύστηµα 

1
2 1 0

2
3 0

0

λ − = λ = ⇔ λ = λ =

είναι αδύνατο, δεν υπάρχει Rλ ∈  ώστε να µηδενίζονται συγχρόνως οι συντελεστές

του x και του y. Άρα η (1) παριστάνει ευθεία για κάθε Rλ ∈ .

Για να αποδείξουµε ότι ένα σύνολο ευθειών της µορφής:  1 2 0, Rε + λ ⋅ε = λ ∈  (1)

διέρχονται από το ίδιο σηµείο:

1ος τρόπος

∆ίνουµε αυθαίρετα δύο τιµές στην παράµετρο λ και προκύπτουν έτσι  οι εξισώσεις

δύο ευθειών. Βρίσκουµε το σηµείο τοµής αυτών των δύο ευθειών,λύνοντας το σύ-

στηµα των εξισώσεων τους και εξετάζουµε αν οι συντεταγµένες του, επαληθεύουν

την αρχική εξίσωση (1). Αν την επαληθεύουν, τότε όλες οι ευθείες που παριστάνει η

εξίσωση (1) θα διέρχονται από το σηµείο αυτό.

2ος τρόπος

Μετασχηµατίζουµε την  εξίσωση που δίνεται  σε πολυωνυµική εξίσωση ως προς λ ( αν

δεν δίνεται έτσι). Για να είναι το πολυώνυµο ως προς λ, του 1ου µέλους ,της εξίσωσης

ίσο µε µηδέν για κάθε τιµή της παραµέτρου λ , πρέπει οι συντελεστές του να είναι ίσοι

µε µηδέν.

Κατηγορία - Mέθοδος   2
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ii. 1ος τρόπος

Για λ = 0 και
1

λ
2

= , παίρνουµε τις ευθείες:  -x -2 = 0 και 
5

y 0
3

− = .

Αυτές τέµνονται στο σηµείο 
5

2,
3

 −  
 και έχουµε: 

5
(2λ 1) ( 2) 3λ λ 2 0

3
 − ⋅ − + − − =  

.

Άρα, όλες οι ευθείες της παραπάνω µορφής διέρχονται από το σηµείο
5

2,
3

 −  
.

2ος τρόπος

Έστω ότι όλες οι ευθείες διέρχονται από το σηµείο (x
0
, y

0
), τότε:

0 0 0 0 0(2 1)x 3 y 2 0 (2x 3y 1) x 2 0λ − + λ − λ − = ⇔ + − λ − − = ⇔

0 0
0 0

0

2x 3y 1 0 5
x 2, y

x 2 0 3

+ − =
⇔ ⇔ = − = − − =

.

 Άρα όλες οι ευθείες διέρχονται από το σηµείο
5

2,
3

 −  
.

Η εξίσωση (1) αποτελεί µία δέσµη ευθειών µε κέντρο το σηµείο 
5

2,
3

 −  
.

β. Έστω (ε) µία ευθεία της οικογένειας των ευθειών (1).

Πρέπει
01 2 1 1

1 1 1 2 6
3 2 4

λ≠
ε η

− λλ ⋅λ = − ⇔ ⋅ = − ⇔ − λ = − λ ⇔ λ = −
λ

.

Για
1

4
λ = − παίρνουµε από την (1) την ευθεία:

3 3 7
x y 6x 3y 7

2 4 4
− − = ⇔ + = − .

Για λ = 0 είναι x 2 0 x 2− − = ⇔ = − η οποία δεν είναι κάθετη στην 
1

y x 3
2

= +

Παράδειγµα 1

∆ύο σηµεία Α και Β κινούνται επάνω στους θετικούς ηµιάξονες Οx και Oy ενός

ορθογωνίου συστήµατος συντεταγµένων Οxy, έτσι ώστε να ισχύει:

( ) ( ) ( )1 1
1 1

ΟΑ ΟΒ
+ = . Να δείξετε ότι η ευθεία ΑΒ διέρχεται από σταθερό σηµείο.

Λύση

Έστω Α(α,0) και Β(0,β) µε , 0α β ≠ . Βρίσκουµε την εξίσωση της ΑΒ. Είναι 
ΑΒ

β
λ

α
= − .

Αν το σύνολο  των ευθειών (1) της προηγούµενης µεθόδου µας δοθεί ή το βρούµε µε

δύο παραµέτρους, απαλείφουµε τη µία από τις δύο µε κάποια σχέση που δίνεται ή

προκύπτει από τα δεδοµένα.
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Εποµένως η εξίσωση της  ΑΒ είναι: ( )β
y x α

α
= − − . Η ευθεία ΑΒ λοιπόν είναι µία

µεταβλητή ευθεία, αφού στην εξίσωσή της έχει δύο παραµέτρους. Πρέπει να

απαλείψουµε την µία παράµετρο.

Από τη σχέση (1)  έχουµε: α αβ β= − ⇔ ( )α β α 1= − ⇔ ( )α
β 2

α 1
=

−
(είναι α 1≠  γιατί αν α 1=  δε θα µπορούσε να ισχύει η (1)).

Έτσι η εξίσωση της ΑΒ γίνεται λόγω της σχέσης (2):  ( ) ( )
α

1α 1y x α y x α
α α 1

−= − − ⇔ = − −
−

,

που είναι εξίσωση ευθείας µε µία όµως παράµετρο και τη γράφουµε µε µορφή πολυωνύµου ως

προς την παράµετρο. Έτσι

έχουµε: ( )α 1 y x α− = − + ⇔ y y x 0α α− + − = ⇔ ( )α y 1 x y 0− + − = .

H τελευταία εξίσωση αληθεύει για κάθε τιµή του λ , αν και µόνον αν, ισχύουν :

και
y 1 0 y 1

x y 1
x y 0 x y

− = = 
⇔ ⇔ = = − = = 

.Εποµένως η ΑΒ διέρχεται από το σταθερό σηµείο (1,1).

Παράδειγµα  1

Να βρεθεί η οξεία γωνία των ευθειών µε εξισώσεις:

(ε
1
): -x + 2y = 3 και  (ε

2
): 4x + 3y = 5

Λύση

Θα υπολογίσουµε τη γωνία δύο διανυσµάτων παραλλήλων προς τις προηγούµενες ευθεί-

ες. Οι ευθείες ε
1
 και ε

2
 έχουν συντελεστές διεύθυνσης:

1
1

λ
2

=  και 2
4

λ
3

= − .

Πως υπολογίζουµε την οξεία γωνία δυο ευθειών.

Έστω ότι οι ευθείες  ε
1 
, ε

2
 έχουν συντελεστές διεύθυνσης λ

1
 , λ

2 
αντίστοιχα.

Θεωρούµε διανύσµατα 
1 2,

→ →
δ δ  τέτοια ώστε:  

1 1 2 2// //
→ →
δ ε και δ ε

Υπολογίζουµε τη γωνία των διανυσµάτων 
1 2,

→ →
δ δ  απο τον τύπο:

1 2

1 2

→ →

→ →

δ ⋅δ
συνφ =

δ ⋅ δ

Τότε η οξεία γωνία θ των ευθειών θα είναι ίση ή παραπληρωµατική της γωνίας φ των

δύο διανυσµάτων.
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Άρα είναι παράλληλες προς τα διανύσµατα 1 (2,1)δ =
���

 και 2 (3, 4)δ = −
���

.

Εποµένως, η οξεία γωνία των ευθειών ε
1
 και ε

2
 είναι ίση ή παραπληρωµατική της γωνίας

των διανυσµάτων 1

→
δ  και 2

→
δ . Από τον τύπο του εσωτερικού γινοµένου, έχουµε :

1 2

2 2 2 2
1 2

2 3 1 ( 4) 2 2 5

255 52 1 3 ( 4)

δ ⋅δ ⋅ + ⋅ −συνφ = = = =
δ ⋅ δ + ⋅ + −

��� ���

��� ���
, οπότε 079,7θ ≅ αφού 0συνφ > .

Παράδειγµα 1

Να δείξετε ότι:   α. η εξίσωση 6x2 - xy - y2 = 0 παριστάνει δύο ευθείες.

 β. Η οξεία γωνία που σχηµατίζουν είναι 450.

Λύση

α. Θεωρούµε το πρώτο µέλος ως τριώνυµο 2ου βαθµού του y.

Τότε η διακρίνουσα του είναι:   ( )2 2 2x 4 ( 1) 6x 25x∆ = − − ⋅ − ⋅ = .

Οι ρίζες του δίνονται από τον τύπο:

2 y 2xx 25x
y

y 3x2

=− ±= ⇔  = −
  οπότε  2 26x xy y 0− − = (y 2x)(y 3x) 0⇔ − + = .

Εποµένως, οι ευθείες που παριστάνει η 6x2 – xy – y2 = 0 έχουν εξισώσεις:

 y = 2x και y = –3x

β. Οι ευθείες y = 2x και y = -3x έχουν συντελεστές διεύθυνσης λ
1
 = 2 και λ

2
 = -3  αντιστοίχως.

Άρα, είναι παράλληλες προς τα διανύσµατα 1 (1,2)
→
δ =  και 2 (1, 3)

→
δ = − . Εποµένως, η

οξεία γωνία θ των ευθειών είναι ίση ή παραπληρωµατική της γωνίας φ των διανυσµάτων-

1

→
δ και 2

→
δ .Είναι 

1 2

1 2

δ δ 1 1 2 ( 3) 5 2
συνφ

25 10 50δ δ

⋅ ⋅ + ⋅ − −= = = = −
⋅⋅

��� ���

��� ���  , δηλαδή φ = 135ο.

Εποµένως θ = 450.

Για να αποδείξουµε ότι µια εξίσωση της µορφής 2 2Ax Bxy y x Ey Z 0+ + Γ + ∆ + + =
παριστάνει δύο ευθείες, παραγοντοποιούµε το πρώτο µέλος. Αυτό γίνεται εύκολα,

αν θεωρήσουµε το πρώτο µέλος τριώνυµο 2ου βαθµού ως προς x  ή ως προς y.

(Πρέπει η διακρίνουσα του τριωνύµου να είναι θετική).

Κατηγορία - Mέθοδος   5

Για να βρούµε τη σχετική θέση δύο ευθειών επιλύουµε το σύστηµα των εξισώσεών

τους.

Αν οι εξισώσεις των ευθειών έχουν κάποια παράµετρο, κάνουµε διερεύνηση του

συστήµατος, συνήθως µε ορίζουσες.
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Παράδειγµα 1

Να βρείτε τη σχετική θέση των ευθειών (ε
1
): µx - y = µ + 1 και (ε

2
): x - y = 2, Rµ ∈ .

Λύση

Έχουµε το σύστηµα: ( ) µx y µ 1
:

x y 2

− = +
Σ

− =

µ 1
D µ 1

1 1

−
= = − +

−
, x

µ 1 1
D µ 1 2 µ 1

2 1

+ −
= = − − + = − +

−
,

µ µ 1
Dy 2µ µ 1 µ 1

1 2

+
= = − − = −

α. Αν D ≠ 0 ⇔ µ ≠ 1 το (Σ) έχει µοναδική λύση x = xD

D
 = 1 και 

yD

D
 = –1, άρα οι δύο ευθείες

τέµνονται στο σηµείο (1, -1).

β. Αν D = 0 ⇔ µ = 1 το (Σ) γίνεται (ε1): x - y = 2  και (ε2): x - y = 2. ∆ηλαδή οι ευθείες

ταυτίζονται.

Παράδειγµα 1

Να βρεθεί η γραµµή επάνω στην οποία κινείται το σηµείο Μ(3λ+1, 2λ), Rλ ∈ .

Λύση

Είναι 

y
x 3 1

x 3λ 1 2 2x 3y 2 0
y 2λ y

λ
2

= + = +  ⇔ ⇔ − − = =  =


Άρα το Μ κινείται επάνω στην ευθεία µε εξίσωση 2x 3y 2 0− − = .

Eύρεση γεωµετρικού τόπου:

Όταν ζητείται ο γεωµετρικός τόπος σηµείου Μ(x, y) του οποίου οι συντεταγµένες είναι

εκφρασµένες συναρτήσει µίας παραµέτρου κάνουµε απαλοιφή της παραµέτρου και

βρίσκουµε τη σχέση µεταξύ των συντεταγµένων x και y του σηµείου Μ.

Κατηγορία - Mέθοδος   7

Όταν ζητείται ο γεωµετρικός τόπος σηµείου Μ και δεν δίνονται οι συντεταγµένες

του, προσπαθούµε από τα δεδοµένα της άσκησης να τις εκφράσουµε συναρτήσει

µίας παραµέτρου και στη συνέχεια να κάνουµε απαλοιφή της παραµέτρου

Κατηγορία - Mέθοδος   8
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Παράδειγµα  1

Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων τοµής των ευθειών λx + (λ -1)y = 2λ  και

(λ +1)x + λy = 2λ +1  , για όλες τις τιµές του R∈λ .

Λύση

Ευκολα διαπιστώνουµε, οτι οι παραπάνω εξισώσεις παριστάνουν ευθείες για κάθε τιµή του

Rλ ∈ .Θα προσδιορίσουµε τα σηµεία τοµής των ευθειών συναρτήσει της παραµέτρου λ.

Το σύστηµα  
x ( 1)y 2

( 1)x y 2 1

λ + λ − = λ
 λ + + λ = λ +

   έχει πάντα λύση αφού η ορίζουσα του συστήµατος

είναι:    2 21
D 1 1 0

1

λ λ −
= = λ − λ + = ≠

λ + λ
.

2 2
x

2 1
D 2 2 2 1 1

2 1

λ λ −
= = λ − λ + λ − λ + = λ +

λ + λ

2 2
y

2
D 2 2 2

1 2 1

λ λ
= = λ + λ − λ − λ = −λ

λ + λ +

Εποµένως το σηµείο τοµής των ευθειών είναι το σηµείο Μ(λ+1, –λ).

Θέτουµε x = λ + 1 ,  y = – λ . Με απαλοιφή του λ  παίρνουµε x y 1+ =  που είναι η εξίσωση

του ζητούµενου γεωµετρικού τόπου.

Παράδειγµα 1

Να βρεθεί ο.γ.τ. του Μ(2α + β, 3α + 5β) µε α, β R∈ και α + β = 1.

Λύση

Είναι α β 1 β 1 α+ = ⇔ = − . Οπότε το σηµείο Μ γίνεται ( )( )Μ 2α 1 α,3α 5 1 α+ − + −

δηλαδή ( )Μ α 1, 2α 5+ − + και έτσι απαλείψαµε τη µία παράµετρο.

Έστω ( )
α x 1x α 1

y 2x 2 5 y 2x 7
y 2 x 1 5y 2α 5

= − = +  ⇔ ⇔ = − + + ⇔ = − + = − − += − +  
.

Εποµένως το Μ κινείται στην ευθεία y 2x 7= − + .

Mέθοδος 10

Όταν σε µία ευθεία γνωρίζουµε το συντελεστή διεύθυνσης λ, τη γράφουµε στη µορφή:

y = λx + β και υπολογίζουµε το β από τα υπόλοιπα δεδοµένα της άσκησης.

Όταν µας ζητούν ή προκύπτει από την άσκηση, γεωµετρικός τόπος σηµείου που

δίνεται µε δύο παραµέτρους, απαλείφουµε διαδοχικά τις δύο παραµέτρους.
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Παράδειγµα 1

Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που είναι παράλληλες προς την ευθεία (ε): 9x + y - 1 = 0

και ορίζουν µε τους άξονες τρίγωνο µε εµβαδόν ίσο µε 2 m2.

Λύση

Η ευθεία (ε) έχει συντελεστή διεύθυνσης λ = -9 οπότε η

ζητούµενη ευθεία (ζ) θα έχει τον ίδιο συντελεστή

λζ = -9.  Άρα   (ζ):  y = - 9x + β.

Βρίσκουµε τα σηµεία στα οποία η (ζ) τέµνει τους άξο-

νες.

Θέτουµε στην εξίσωσή της y = 0 και  έχουµε: x = β/9.

Εποµένως Α(β/9, 0).

Θέτουµε στην εξίσωση της x = 0 και έχουµε: y = β.

Εποµένως Γ(0, β).

Το εµβαδόν του τριγώνου ΟΑΓ είναι:

2
1 β

(OAΓ) β 1 β
Άρα β 2 β 362 9

2 9
αλλά (ΟΑΓ) 2


=  = ⇔ = ⇔

= 

β = ±6.

Εποµένως οι ζητούµενες ευθείες είναι οι: (ζ1): y = -9x + 6      και     (ζ2): y = -9x - 6

Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση  1

∆ίνεται η εξίσωση  (ε) : ( ) ( ) ( )2 2 22 1 x 3 1 y 2 2 0λ − λ − − λ − λ + − λ + λ − = , Rλ ∈ .

Να αποδειχθεί ότι:

α.  H παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθείες για κάθε πραγµατική τιµή του λ.

β. Όλες οι ευθείες που ορίζονται απο την παραπάνω εξίσωση , διέρχονται απο το ίδιο

σηµείο για κάθε τιµή του λ.

Λύση

α. Η εξίσωση (ε) είναι της µορφής Ax By Γ 0+ + =  η οποία παριστάνει ευθεία όταν Α 0≠  ή

Β 0≠

Επειδή το σύστηµα 
2

2

1
, 1

2 1 0 2

3 53 1 0
2

λ = − λ = λ − λ − = ⇔ 
±λ − λ + =  λ =

  είναι αδύνατο, δεν υπάρχει

Rλ ∈ ώστε να µηδενίζονται συγχρόνως οι συντελεστές του x και του y. Άρα η (ε) παρι-

στάνει ευθεία για κάθε Rλ ∈ .

β. Για λ = 0 προκύπτει η ευθεία µε εξίσωση :   x + y - 2 = 0     (1)

     Για λ = 1 προκύπτει η ευθεία µε εξίσωση :   y - 1 = 0           (2)
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Απο τη λύση του συστήµατος :  { x + y - 2 = 0  και  y - 1 = 0 } παίρνουµε x = 1  και  y =1.

Άρα οι ευθείες (1) και (2) τέµνονται στο σηµείο Ρ( 1 , 1 ).

Οι συντεταγµένες του Ρ επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας (ε) για κάθε λ πραγµατι-

κό, αφού: ( ) ( ) ( )2 2 22 1 1 3 1 1 2 2 0λ − λ − ⋅ − λ − λ + ⋅ − λ + λ − =

Άρα όλες οι ευθείες που παριστάνει η (ε), διέρχονται απο το σταθερό σηµείο Ρ(1,1) για

κάθε τιµή του πραγµατικού αριθµού  λ.

Άσκηση  2

∆ίνεται η εξίσωση  (σ) : ( ) ( )2 21 x 2 3 y 5 0 , Rλ − + λ + λ − − = λ ∈

i.  Για ποιες τιµές του λ η παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία;

ii. Για ποιες τιµές του λ η παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία

α.  παράλληλη στον άξονα x΄x.

β.  παράλληλη στον άξονα y΄y.

Λύση

i. H (σ) παριστάνει ευθεία για τις τιµές του λ, για τις οποίες δεν µηδενίζονται συγχρόνως οι

συντελεστές των x και y.

Έχουµε: 

2

2

1 ή 1
1 0

3
1 ή2 3 0

2

λ = λ = −λ − = ⇔ λ = λ = −λ + λ − =  
. Άρα λ = 1.

Άρα η (σ) παριστάνει ευθεία , όταν και µόνο όταν, λ 1≠ .

ii. α. H (σ) παριστάνει ευθεία παράλληλη στον άξονα x΄x, όταν και µόνο όταν:

2

2

λ 1 η λ 1
λ 1 0

.Aρα λ 13
λ 1 και λ2λ λ 3 0

2

= = − − = ⇔ = −  ≠ ≠ −+ − ≠  

Εποµένως, είναι η ευθεία µε εξίσωση: 2 y + 5 = 0 
5

y
2

⇔ = −

β. H (σ) παριστάνει ευθεία παράλληλη στον άξονα y΄y, όταν και µόνο όταν:

2

2

λ 1 και λ 1
λ 1 0 3

. Αρα λ3
2λ 1 η λ2λ λ 3 0

2

≠ ≠ − − ≠ ⇔ = −  = = −+ − =  
Εποµένως , είναι η ευθεία µε εξίσωση :  x - 4 = 0 ⇔ x = 4.

Άσκηση  3

Nα βρείτε την οξεία γωνία που σχηµατίζουν οι ευθείες µε εξισώσεις:

( ε
1
) :  y = µx    και   ( ε

2
) :  ( µ + 1 ) x = ( 1 - µ )y, Rµ ∈  .

Λύση

Θα υπολογίσουµε τη γωνία δύο διανυσµάτων παράλληλων προς τις προηγούµενες ευθεί-
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ες. Θεωρούµε τα διανύσµατα ( ) ( )1 21, , 1 ,1
→ →
δ = µ δ = − µ + µ

Είναι:
� ( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 2 2 22 2

1 2

2

2 2 2 2

1 1 1
,

1 1 1

1 1 2

221 1 2

→ →
→ →

→ →

  ⋅ − µ + µ ⋅ + µδ ⋅δ
συν δ δ = = =    + µ ⋅ − µ + + µδ ⋅ δ

+ µ = =
+ µ ⋅ + µ ⋅

Εποµένως, η οξεία γωνία των ευθειών ε
1
 και ε

2
 είναι ίση µε τη γωνία  των διανυσµάτων 1

→
δ

και 2

→
δ , που είναι 450.

Σχόλιο : Η  αµβλεία γωνία των ευθειών,  είναι 1350.

Άσκηση  4

∆ίνεται η εξίσωση: 2 2 2x y 4 y 2 x 3 0, R− − λ − λ − λ = λ ∈    (1)

α. Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε τιµή του λ η παραπάνω εξίσωση παριστάνει

ζεύγη  καθέτων µεταξύ τους ευθειών.

β. Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων τοµής των άπειρων αυτών ζευγών

καθέτων ευθειών.

Λύση

α. Είναι: 2 2 2 2 2 2x y 4 y 2 x 3 0 x 2 x y 4 y 3 0− − λ − λ − λ = ⇔ − λ − − λ − λ =
Η παραπάνω είναι εξίσωση 2ου βαθµού ως πρός x µε διακρίνουσα:

( ) ( ) ( )2 22 22 4 y 4 y 3 4 2 y 0 ,∆ = − λ − − − λ − λ = λ + ≥ για κάθε λ πραγµατικό.

Εποµένως έχει ρίζες:

( ) ( )2 2
2 4 2 y 2 4 2 y

x y , x 3 y
2 2

λ − λ + λ + λ +
= = −λ − = = λ +

Άρα η εξίσωση  (1) παριστάνει τις κάθετες ευθείες µε εξισώσεις

y = - x - λ   και   y = x - 3λ.

β. Απο τη λύση του συστήµατος:
y x

y x 3

= − − λ
 = − λ

 προσδιορίζουµε τις συντεταγµένες των ση-

µείων τοµής των ευθειών.

Έχουµε: x 3 x 2x 2 x− λ = − − λ ⇔ = λ ⇔ = λ ,οπότε y 3 y 2= λ − λ ⇔ = − λ

Με απαλοιφή του λ απο τις { }x , y 2= λ = − λ  παίρνουµε:  y = - 2x

που είναι η εξίσωση του γεωµετρικού τόπου των σηµείων τοµής των καθέτων µεταξύ

τους ευθειών.
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Άσκηση  5

Σε καρτεσιανό σύστηµα Οxy, η εξίσωση ευθείας:

 (2λ2 + λ + 1)x - (λ2 - λ + 1)y - (λ2 + 2λ) = 0  όπου { }Α =λ 0,1,2, ....,19∈
παριστάνει τις πορείες 20 πλοίων που κατευθύνονται σε κάποιο λιµάνι.

α. Να βρεθεί η θέση του λιµανιού.

β. Ανοικτά του λιµανιού στο σηµείο (1, 2) υπάρχει φάρος που δε λειτουργεί. Να

εξετάσετε αν υπάρχει περίπτωση, κάποιο από τα πλοία να συγκρουστεί µε τον

φάρο.

γ. Εξετάστε αν κάποιο από τα 20 πλοία κινείται παράλληλα µε µικρό σκάφος που

κινείται στην ίδια περιοχή και του οποίου η πορεία δίνεται από την εξίσωση

    11x - 3y - 22 = 0.

Λύση

α. Το λιµάνι βρίσκεται στο σηµείο από το οποίο διέρχονται όλες οι ευθείες µε εξισώσεις:

(2λ2 + λ + 1)x - (λ2 - λ + 1)y - (λ2 + 2λ) = 0  (1)  για οποιαδήποτε τιµή του λ ∈ Α .

Θέτουµε δύο τιµές στο  λ και βρίσκουµε έτσι τις εξισώσεις δύο ευθειών από τις (1).

π.χ. για λ = 0 και λ = 1 βρίσκουµε τις ευθείες:  x - y = 0  και  4x - y - 3 = 0.

Οι ευθείες αυτές τέµνονται στο σηµείο του οποίου οι συντεταγµένες είναι λύση του

συστήµατος :

x y 0

4x y 3 0

− =
 − − =

που φανερά  είναι το σηµείο (1, 1). Οι συντεταγµένες του σηµείου αυτού επαληθεύουν

την εξίσωση (1) για κάθε λ πραγµατικό, αφού ισχύει:

2 2 2(2 1) 1 ( 1) 1 ( 2 ) 0λ + λ + ⋅ − λ − λ + ⋅ − λ + λ = ⇔

2 2 22 1 1 2 0 0 0⇔ λ + λ + − λ + λ − − λ − λ = ⇔ =

Άρα  το σηµείο (1, 1) ανήκει σε όλες τις ευθείες (1) και συνεπώς το λιµάνι βρίσκεται στη θέση (1, 1).

β. Για να συγκρουστεί κάποιο πλοίο µε τον φάρο  πρέπει να υπάρχει { }0,1,2,....,19λ ∈ τέτοιο

ώστε η ευθεία που θα προκύψει να διέρχεται από το σηµείο (1, 2).

Όµως: 2 2 2 2(2λ λ 1)1 (λ λ 1)2 (λ 2λ) 0 λ λ 1 0+ + − − + − + = ⇔ − + − = .

Η τελευταία είναι 2ου βαθµού ως πρός λ µε αρνητική διακρίνουσα, οπότε είναι αδύνατη.

Έτσι καµία από τις ευθείες  (1), δεν διέρχεται από το σηµείο (1, 2) και εποµένως δεν

υπάρχει περίπτωση κάποιο πλοίο να συγκρουστεί µε τον φάρο.

γ. Θα προσδιορίσουµε το λ ώστε κάποια από τις ευθείες (1) να έχει συντελεστή διεύθυνσης 
11

3
.

Πρέπει: 
2

2
2

2 1 11
5 14 8 0 2

31

λ + λ + = ⇔ λ − λ + = ⇔ λ =
λ − λ +

 ή 
4

5
λ = .Η 

4

5
λ =  απορρίπτεται.

Για λ = 2, παίρνουµε την εξίσωση 11x - 3y - 8 = 0  (2).

Άρα, υπάρχει πλοίο, αυτό που η πορεία του καθορίζεται από την εξίσωση (2), που κινεί-

ται παράλληλα προς το µικρό σκάφος.
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Παρατήρηση:

Για 
4

5
λ =  προφανώς θα πάρουµε την ίδια εξίσωση, αφού από ένα σηµείο µπορούµε να

φέρουµε µόνο µία παράλληλη προς γνωστή ευθεία.

Άσκηση 6

Τί γραµµές παριστάνουν οι εξισώσεις:

α. (x + y + 2)2 - 4 = 0 (1) β. |x| - |y| = 0  (2)            γ. x2 - 2xy + y2 - 5x + 5y + 6 = 0 (3)

Λύση

α. Μετασχηµατίζουµε την (1) και έχουµε:

(x + y + 2 -2)(x + y + 2 + 2) = 0 ⇔ (x + y)(x + y + 4) = 0 ⇔  x + y = 0  ή  x + y + 4 = 0.

Εποµένως η (1) παριστάνει τις δύο παραπάνω ευθείες.

β. |x| - |y| = 0 ⇔ x ± y = 0. Εποµένως η (2) παριστάνει δύο ευθείες y = x και y = -x (είναι οι

διχοτόµοι των γωνιών xΟy και x΄Οy).

γ. Από την (3) ⇔ (x – y)2 - 5(x - y) + 6 = 0. Θέτουµε x - y = t και έχουµε: t2 - 5t + 6 = 0.

Η τελευταία σχέση είναι τριώνυµο προς t και έχει ρίζες t1 = 2 και t2 = 3.

Εποµένως: x - y = 2     ή     x - y = 3

Η (3) παριστάνει αυτές τις δύο ευθείες.

Άσκηση 7

∆ίνεται η “οικογένεια των ευθειών” µε εξίσωση (x - y - 5) +  λ (x - 6y -5) = 0, Rλ ∈ .

Nα εξετάσετε αν η ευθεία (ε): x + 2002y = 5 ανήκει σε αυτή την “οικογένεια ευθειών”.

Λύση

Βρίσκουµε το σηµείο από το οποίο περνούν όλες οι ευθείες της δοσµένης οικογένειας,

(το κέντρο της δέσµης όπως λέγεται), λύνοντας το σύστηµα τους.

x y 5 0

x 6y 5 0

− − = 
⇒− − = 

x = 5  και  y = 0.

Εποµένως όλες οι ευθείες διέρχονται από το σηµείο Κ(5, 0).

Η ευθεία (ε) ανήκει σε αυτή την οικογένεια ευθειών, αφού διέρχεται και αυτή από το σηµείο

Κ.  (Οι συντεταγµένες του σηµείου επαληθεύουν την εξίσωσή της).

Άσκηση 8

Το σηµείο Α  κινείται επάνω στην ευθεία y = x. Να δείξετε ότι το συµµετρικό του ως

προς την ευθεία (ε): x + 2y +1 = 0  κινείται επάνω στην ευθεία µε εξίσωση :

y = 7x + 2.

Λύση

Επειδή το σηµείο Α κινείται πάνω στην ευθεία y = x,

έχει συντεταγµένες Α(α,α).

Είναι λε = 
1

2
− . Επειδή ΑΚ ⊥ (ε) ⇔ λΑΚ= 2
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Εποµένως η εξίσωση της ΑΚ είναι:  y - α = 2(x - α) ⇔ y - α = 2x - 2α ⇔ y = 2x - α.

Λύνουµε το σύστηµα των (ε) και ΑΚ για να βρούµε το σηµείο Κ:

x 2 y 1 0

y 2 x α

+ + =
 = −

Είναι:   x + 2(2x - α) + 1 = 0 ⇔x + 4x - 2α + 1 = 0 ⇔ 5x = 2α - 1 ⇔ 
2α -1

x
5

=

2α 1 4α 2 5α -α - 2
y 2x α y 2 α y y

5 5 5
− − −= − ⇔ = − ⇔ = ⇔ =

Άρα το σηµείο Κ έχει συντεταγµένες:
2α -1 -α - 2

K ,
5 5

 
  

Το σηµείο Κ είναι µέσο του ΑΒ. Από τον τύπο που µας δίνει το µέσο ευθυγράµµου τµήµα-

τος, γνωρίζοντας το Α και το Κ µπορούµε να υπολογίσουµε το Β. Έτσι έχουµε:

A B
K B B

x x α x 2α 1 -α - 2
x 5α 5x 4α 2 x

2 2 5 5
Β+ + −

= ⇔ = ⇔ + = − ⇔ =

A B
K B B

y y α y α 2 -7α - 4
y 5α 5y 2α 4 y

2 2 5 5
Β+ + − −

= ⇔ = ⇔ + = − − ⇔ =

Έποµένως: 
-α - 2 -7α - 4

B ,
5 5

 
  

Έχουµε λοιπόν το σηµείο 
-α - 2 -7α - 4

B ,
5 5

 
  

 µε µια παράµετρο α και θέλουµε να βρούµε

την ευθεία στην οποία κινείται.

Θέτουµε: 
-α - 2

x
5

=   (1)  και 
-7α - 4

y
5

=  (2) και απαλείφουµε την παράµετρο α.

Απο (1) προκύπτει α = -5x - 2 και αντικαθιστώντας στη (2):

7( 5x 2) 4
y

5

− − − −
= ⇔ 5y = 35x + 14 -4 ⇔ 35x - 5y + 10 = 0 ⇔ 7x - y + 2 = 0 ⇔ y = 7x + 2

Παρατήρηση :

Εδώ επειδή δίνεται η ευθεία στην οποία κινείται το Β θα µπορούσαµε απλώς να εξετάσου-

µε αν η δοσµένη ευθεία επαληθεύεται απο τις συντεταγµένες του.

Άσκηση 9

Να υπολογισθεί ο κ R∈ έτσι ώστε η ευθεία (ζ): -κx + y - 3 = 0 να διέρχεται από το σηµείο

τοµής των ευθειών (ε
1
): 2x + 5y = 12  και  (ε

2
): x - y + 1 = 0.

Λύση

Βρίσκουµε το σηµείο τοµής των δύο ευθειών λύνοντας το σύστηµά τους:

1

2

(ε ) : 2x 5y 12

(ε ) : x y 1

+ = ⇔ − = −
x = 1  και  y = 2. ∆ηλαδή οι δύο ευθείες τέµνονται στο σηµείο Α(1, 2).

Για να περνάει η (ζ) από το Α πρέπει να επαληθεύεται η εξίσωσή της από τις συντεταγµένες

του Α. Εποµένως: -κ · 1 + 2 -3 = 0 ⇔ κ = -1
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Άσκηση 10

∆ίνεται η εξίσωση της ευθείας ( )ε : Αx Bψ Γ 0+ + =  µε Α 0≠  και Β 0≠ .

Να δείξετε ότι:

α. Τέµνει τους άξονες στα σηµεία 
Γ

Κ ,0
Α

 −  
 και 

Γ
Λ 0,

Β

 −  

β. Αν ονοµάσουµε τις συντεταγµένες 
Γ

α
Α

− =  και 
Γ

β
Β

− = , η εξίσωση (ε) παίρνει

τη µορφή 
x y

1+ =
α β

.

Λύση

α.  Για να βρούµε τα σηµεία στα οποία µία ευθεία τέµνει τους άξονες θέτουµε στην εξίσωσή

της διαδοχικά x 0=   και y 0= .

 Έτσι έχουµε:

Για y 0= : 
Γ

Ax Γ 0 x , A 0
Α

+ = ⇔ = − ≠ , δηλαδή η ευθεία τέµνει τον x΄x  στο σηµείο

Γ
Κ ,0

Α

 −  

Για x 0= : 
Γ

By Γ 0 y , Β 0
Β

+ = ⇔ = − ≠ , δηλαδή η ευθεία τέµνει τον y΄y στο σηµείο

Γ
Λ 0,

Β

 −  
.

ii. Ax By 0 Ax By+ + Γ = ⇔ + = −Γ x y x y
1 1

B

Α Β⇔ + = ⇔ + =
Γ Γ−Γ −Γ − −
Α

x y
1⇔ + =

α β

Παρατήρηση:

(Οι αριθµοί 
Γ

α
Α

= −  και 
Γ

β
Β

= −  λέγονται συντεταγµένες επί την αρχή της ευθείας (ε)).

∆. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Για ποιες τιµές του πραγµατικού αριθµού µ η εξίσωση: (µ2 - µ)x + (µ2 - 1)y + µ + 3 = 0

παριστάνει ευθεία γραµµή;

Πότε η ευθεία αυτή είναι παράλληλη µε τον άξονα y΄y;

Πότε  είναι παράλληλη µε τον άξονα x΄x;

Πότε περνάει από την αρχή των αξόνων;
(Υπ.: Χρησιµοποιήσετε τη µέθοδο 1)

(Απ.:Για να είναι ευθεία πρέπει: 1µ ≠ . Για να είναι παράλληλη στον y΄y πρέπει 1µ = − . Για

να είναι παράλληλη στον x΄x πρέπει 0µ = . Για να περνάει από το Ο πρέπει 3µ = − )
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2. ∆είξτε ότι η εξίσωση: 2 2x y 1 0
2 2

θ θ   συν + ηµ + συνθ − =      
 παριστάνει ευθεία για κάθε

τιµή του [ ]0,θ∈ π . ∆είξτε ότι όλες οι ευθείες που περιγράφονται µε την παραπάνω εξί-

σωση διέρχονται απο σταθερό σηµείο.

(Απ.: Η Ax By 0Γ+ + =  είναι ευθεία όταν 0Α ≠  ή 0Β ≠  (Μέθοδος 1).

Για το β΄ ερώτηµα χρησιµοποιήστε τη µέθοδο 2). Είναι (0, 2)

3. Θεωρούµε την εξίσωση: ( ) ( )2 2 22 1 x 1 y 2 0 , Rα + α + + α − α + − α − α = α ∈

i.  Για ποιες τιµές του α  η παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία;

ii. Για τις τιµές του α που θα βρείτε να εξετάσετε αν οι αντίστοιχες ευθείες διέρχονται

απο το ίδιο σηµείο.

(Απ.: [i. Για κάθε Rα ∈  / ii. το (1, -1)]. (Όπως η άσκηση 2))

4. ∆ίνεται η ευθεία µε εξίσωση  (ε): x y 0 0α + β + γ = µε α + β ≠ .

Να αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται απο το σηµείο ( x
1
 , y

1
 ) και είναι παράλληλη

στην (ε) έχει εξίσωση: ( ) ( )1 1x x y y 0α − + β − = .

(Απ.: Από τη ζητούµενη ευθεία γνωρίζουµε ένα σηµείο και το συντελεστή διεύθυνσης.

Ελέγξτε την περίπτωση 0β = )

5. Αν 3x + y - 5 = 0 και x - 3y + 5 = 0 είναι οι εξισώσεις δύο πλευρών παραλληλογράµµου

ΑΒΓ∆ και Κ (2,4) είναι το κέντρο του, να αποδείξετε ότι το ΑΒΓ∆ είναι τετράγωνο.
(Υπ.: ∆είξτε ότι το ΑΒΓ∆ είναι ορθογώνιο  παραλληλόγραµµο

 και στη συνέχεια, ότι ( ) ( )ΑΒ ΒΓ= )

6. ∆ίνονται οι ευθείες µε εξισώσεις: (ε
1
): 2x - 3y = 0 και  (ε

2
): -x + 4y +3 = 0 και το σηµείο

     Α(-1 ,2). Να βρείτε σηµείο Μ της ε
2
 τέτοιο ώστε το µέσο του ΑΜ να ανήκει στην ε

1
.

(Απ.: 
23 2

,
5 5

Μ 
  

)

7. ∆ίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ∆ µε Α(- 1,9) και διαγωνίους δ
1 
:2x - y + 1 = 0 και δ

2 
: 3x + y - 6 = 0.

Να βρεθούν οι συντεταγµένες των άλλων κορυφών του ορθογωνίου.

(Απ.: ( ) ( ) ( )( )3, 3 , 1 2 , 1 2,3 2 2Γ − Β + ∆ − − )

8. ∆ίνονται οι ευθείες µε εξισώσεις: 
x y x y

1, 1 , 0+ = + = µε αβ ≠ και α ≠ ±β
α β β α
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i.   Να βρείτε το κοινό τους σηµείο , έστω Μ.

ii.  Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΟΜ, όπου Ο η αρχή των αξόνων.

iii. Βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΑΜ µε Α(α,β).

(Απ.: i. ,
αβ αβΜ

α β α β
 
 + + 

ii.  : y xΟΜ = , iii. ( )
2

2
A : y x

βΜ β α
α

− = − )

9. Ορθή γωνία  ΒΑΓ στρέφεται  γύρω απο την κορυφή της Α(4,6) και οι πλευρές της

τέµνουν τους θετικούς ηµιάξονες  x΄x και y΄y στα σηµεία Β και Γ αντίστοιχα. Να βρεθεί ο

γεωµετρικός τόπος του µέσου Μ του ευθυγράµµου τµήµατος  ΒΓ.

(Απ.: 
13

2x 3y 13 , 0 x
2

+ = ≤ ≤ .)

Ε  ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

Ορθή γωνία  ΒΑΓ στρέφεται  γύρω απο την κορυφή της Α(1,1) και οι πλευρές της

τέµνουν τους θετικούς ηµιάξονες  x΄x και y΄y στα σηµεία Β και Γ αντίστοιχα. Να βρεθεί

ο γεωµετρικός τόπος της προβολής  Μ του Α πάνω στο  ευθύγραµµο τµήµα  ΒΓ.

        (Απ: x 2y 2 , 0 x 2+ = ≤ ≤ )



6
Απόσταση σηµείου από ευθεία

Εµβαδόν τριγώνου

Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

     Απόσταση σηµείου απο ευθεία

1. Η απόσταση d ενός σηµείου 0 0 0(x , y )Μ  από

µία ευθεία µε εξίσωση:

Ax By 0+ + Γ = , 0Α + Β ≠
δίνεται από τον τύπο:

0 0
0 2 2

x By
d d(M , )

Α + + Γ
= ε =

Α +Β

π.χ. Η απόσταση του σηµείου Μ (2, –3) από την

ευθεία ( ) :3x 4y 9 0ε + − =  είναι ίση µε:

 2 2

3 2 4 ( 3) 9 15
d d(M, ) 3

53 4

⋅ + ⋅ − − −
= ε = = =

+
Εµβαδόν τριγώνου

2. Αν είναι γνωστές οι κορυφές τριγώνου ΑΒΓ, το εµβαδόν του δίνεται από τον τύπο:

           
1

(AB ) det( , )
2

→ →
Γ = ΑΒ ΑΓ

 όπου det( , )
→ →
ΑΒ ΑΓ  είναι η ορίζουσα των συντεταγµένων των διανυσµάτων 

→
ΑΒ  και 

→
ΑΓ .

Ισοδύναµα ισχύει 
1

(AB ) det( , )
2

→ →
Γ = ΒΑ ΒΓ 1

det( , )
2

→ →
= ΓΑ ΓΒ .

π.χ.  Αν Α (-1, 2), Β (1, 4) και Γ (2, 6) είναι οι κορυφές ενός τριγώνου ΑΒΓ, τότε: (2,2)
→
ΑΒ =

και (3,4)
→
ΑΓ = , οπότε το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ σύµφωνα µε τον παραπάνω τύπο

είναι:      
2 21 1 1

( ) det(AB, A ) | | 2 1
3 42 2 2

ΑΒΓ = Γ = = ⋅ =
���� ����

  τ.µ
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Β.  ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα  1

∆ίνονται τα σηµεία Α (-2, 1) και Β (4, 6). Να βρείτε το σύνολο των σηµείων Μ του

επιπέδου για τα οποία το εµβαδόν του τριγώνου ΜΑΒ είναι ίσo µε 2 τ.µ.

Λύση

Έστω Μ (x, y) τυχαίο σηµείο για το οποίο ισχύει (ΜΑΒ) = 2. Το εµβαδόν του τριγώνου

(ΜΑΒ) είναι ίσο µε:

2 x 1 y1 1
( ) det( , ) | |

4 x 6 y2 2

→ → − − −
ΜΑΒ = ΜΑ ΜΒ = =

− −
1

(2 x)(y 6) (4 x)(1 y)
2

+ − − − − =

1 1
2y 12 xy 6x 4 4y x xy 5x 6y 16

2 2
= − + − − + + − = − + − .

( )MAB 2= ⇔
1

5x 6y 16 2 5x 6y 16 4
2
− + − = ⇔ − + − = ⇔  

5x 6y 16 4

ή

5x 6y 16 4

− + − =


− + − = −

Άρα το ζητούµενο σύνολο των σηµείων Μ, είναι τα σηµεία των  ευθειών :

5x 6y 20 0− + − =    και   5x 6y 12 0− + − = .

Παράδειγµα 2

Να βρεθεί η εξίσωση της µεσοπαράλληλης των ευθειών µε εξισώσεις

1(ε ) : 3x + 4y +12 = 0    και   2(ε ) : 3x + 4y + 22 = 0 .

Λύση

Έστω Μ (x, y) τυχαίο σηµείο της µεσοπαράλληλης (ε). Τότε:

1 2
2 2 2 2

3x 4y 12 3x 4y 22
d(M, ) d(M, ) 3x 4y 12 3x 4y 22

3 4 3 4

+ + + +
ε = ε ⇔ = ⇔ + + = + + ⇔

+ +

( )3x 4y 12 3x 4y 22 αδύνατη

3x 4y 12 3x 4y 22

 + + = + +


+ + = − − −
6x 8y 34 0 3x 4y 17 0⇔ + + = ⇔ + + =

Εποµένως η εξίσωση της µεσοπαράλληλης είναι 3x 4y 17 0+ + =

Όταν ζητείται να βρεθεί το σύνολο των σηµείων Μ που ικανοποιούν κάποια ιδιότητα

ή να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ, τότε: θεωρούµε Μ (x, y) το τυχαίο

σηµείο του τόπου και από τα δεδοµένα της άσκησης προσπαθούµε να βρούµε µία

εξίσωση µεταξύ των συντεταγµένων x και y.

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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Παράδειγµα  1

Να βρεθούν οι εξισώσεις των διχοτόµων των γωνιών που σχηµατίζουν οι ευθείες µε

εξισώσεις:   x + y - 2 = 0   και  3x - 3y - 1 = 0 .

Λύση

Έστω Μ (x, y) τυχαίο σηµείο της διχοτόµου. Τότε: 1 2d(M, ) d(M, )ε = ε ⇔

2 2 2 2

x y 2 3x 3y 1

1 1 3 3

+ − − −
⇔ = ⇔

+ +
3 x y 2 3x 3y 1⋅ + − = − − ⇔

3x 3y 6 3x 3y 1

3x 3y 6 3x 3y 1

+ − = − −
 + − = − + +

Προκύπτουν εποµένως οι εξισώσεις των ευθειών: 
5

y
6

=  και 
7

x
6

= .

Παράδειγµα  1

Ορθή γωνία στρέφεται γύρω από το σηµείο Α (2, 1) και τέµνει τους θετικούς ηµιάξονες

στα σηµεία Β, Γ. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος του µέσου του ΒΓ.

Λύση

Έστω Μ(x, y) σηµείο του ζητούµενου γεωµετρικού τόπου. Έστω

Β (β, 0) και Γ (0, γ) τα σηµεία τοµής µε τους άξονες. Σύµφωνα

µε όσα αναφέραµε προηγουµένως, θα πρέπει να βρούµε τρεις

εξισώσεις για να µπορέσουµε να κάνουµε την απαλοιφή των

παραµέτρων β και γ. Επειδή το Μ είναι µέσο τουΒΓ έχουµε:

0
x

2

β + =   και  
0

y
2

γ + = , άρα  β = 2x και γ = 2y   (1)

Ακόµη είναι:

0
→ →
ΑΒ⋅ΑΓ = ⇔ ( 2) ( 2) ( 1) ( 1) 0β− ⋅ − + − ⋅ γ − = ⇔ 2 5β + γ =    (2).

Από τις (1) και (2) παίρνουµε: 2 (2x) 2y 5 4x 2y 5⋅ + = ⇔ + =  που είναι η εξίσωση του γεωµε-

τρικού τόπου του σηµείου Μ. Επειδή το Μ βρίσκεται πάντα στο 1ο τεταρτηµόριο, ο γεωµε-

τρικός τόπος του σηµείου Μ, θα είναι το τµήµα της ευθείας 4x 2y 5+ = , που βρίσκεται στο

Η εύρεση των διχοτόµων των γωνιών που σχηµατίζουν δύο ευθείες, ανάγεται στην

εύρεση  του γεωµετρικού τόπου  των σηµείων, που ισαπέχουν από τις δύο ευθείες,

αφού η διχοτόµος γωνίας είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων, που ισαπέχουν

από τις πλευρές της γωνίας.

Κατηγορία - Mέθοδος   2

 Πολλές φορές δεν είναι προφανής η ιδιότητα που ικανοποιούν τα σηµεία Μ των

οποίων  ζητείται ο γεωµετρικός τόπος.Γι’ αυτό θέτουµε παραµέτρους στα µεταβλητά

σηµεία του σχήµατος.Αν χρειαστεί να χρησιµοποιήσουµε περισσότερες από µία πα-

ραµέτρους, τότε για να µπορέσουµε να κάνουµε την απαλοιφή αυτών, πρέπει να

βρίσκουµε µία εξίσωση επιπλέον από τις παραµέτρους που χρησιµοποιήσαµε.

Κατηγορία - Mέθοδος   3
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τεταρτηµόριο αυτό. Είναι λοιπόν, ο γεωµετρικός τόπος του Μ το τµήµα της ευθείας:

4x 2y 5+ = µε 
5

0 x
4

≤ ≤  και 
5

0 y
2

≤ ≤ .

Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Να βρεθούν οι εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από την αρχή των αξόνων και

απέχουν από το σηµείο Α (2, 1) απόσταση ίση µε 1.

Λύση

Όλες οι ευθείες που διέρχονται από την αρχή Ο (0, 0) έχουν εξισώσεις: 

y x, R

ή

x 0

= λ λ∈


 =

Η x = 0 δεν είναι δεκτή , διότι η απόσταση του σηµείου Α (2, 1) από  την  x = 0 (δηλ. τον

άξονα y y′ )  είναι 2.

Θα εξετάσουµε  αν υπάρχει Rλ∈  τέτοιος  ώστε: d( , ) 1Α ε = .

Έχουµε: 2 2 2
2

2 1 4
d( , ) 1 1 (2 1) 1 3 4 0 0,

31

λ −
Α ε = ⇔ = ⇔ λ − = λ + ⇔ λ − λ = ⇔ λ = λ =

λ +

Για λ = 0, παίρνουµε την ευθεία y = 0 και  για 
4

3
λ = , παίρνουµε την ευθεία 

4
y x

3
= , οι οποίες

είναι οι εξισώσεις  των  ζητούµενων  ευθειών .

Άσκηση 2

Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ του επιπέδου τα οποία ισαπέχουν από

τις ευθείες: 1(ε ) : 3x + 4y + 5 = 0   και  2(ε ) : 4x + 3y - 3 = 0 .

Λύση

Έστω Μ(x, y) σηµείο τέτοιο ώστε: 1 2d(M, ) d(M, )ε = ε  (1).   Έχουµε:

(1) 
2 2 2 2

3x 4y 5 4x 3y 3

3 4 4 3

+ + + −
⇔ = ⇔

+ +

3x 4y 5 4x 3y 3

3x 4y 5 (4x 3y 3)

+ + = + −
 + + = − + −

x y 8 0

7x 7y 2 0

− − =
⇔  + + =

Εποµένως, τα σηµεία Μ που ικανοποιούν την (1) βρίσκονται στις παραπάνω ευθείες.

Παρατήρηση:

Οι ευθείες που δόθηκαν δεν είναι παράλληλες, άρα τέµνονται και είναι γνωστό από την

Ευκλείδεια γεωµετρία ,ότι τα σηµεία του επιπέδου που ισαπέχουν από τις πλευρές µιας

γωνίας είναι τα σηµεία της εσωτερικής και εξωτερικής διχοτόµου της γωνίας.

Άσκηση  3

Να βρεθούν τα σηµεία της ευθείας x + y - 1 = 0  που απέχουν από την ευθεία µε εξίσω-

ση  (ε): 3x + 4y - 2 = 0  απόσταση ίση µε 2.
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Λύση

Έστω Μ (x, y) σηµείο της ευθείας  x + y -1 = 0    (1)

Πρέπει: 
2 2

3x + 4y - 2
d(M,ε) = 2 2 3x 4y 2 10

3 4
⇔ = ⇔ + − = ⇔

+

3x 4y 12

ή

3x 4y 8

+ =


 + = −

Από τα συστήµατα: 
x y 1 0

3x 4y 12

+ − =
 + =

   (2) και 
x y 1 0

3x 4y 8

+ − =
 + = −

 (3) προσδιορίζουµε τα ζητούµενα

σηµεία

Από (2) x 8, y 9⇔ = − =  και από (3) x 12, y 11⇔ = = − .

Εποµένως τα ζητούµενα σηµεία είναι τα: (-8, 9) και (12, -11).

Άσκηση  4

Να βρεθεί το εµβαδόν του παραλληλογράµµου, του οποίου οι τρείς κορυφές είναι:

Α (-3, 1), Β (4, -5), Γ (-2, 3)

Λύση

Είναι AB (7, 6), (1,2)
→ →
= − ΑΓ = .

Έστω Ε το εµβαδόν του παραλληλογράµµου, τότε:

7 61
2 ( ) 2 det(AB,A ) | | 20

1 22

→ → −
Ε = ⋅ ΑΒΓ = ⋅ Γ = =  τ.µ. .

Άσκηση  5

Να βρεθεί η εξίσωση της µεσοπαράλληλης ευθείας ε των ευθειών µε εξισώσεις:

η
1
 : 3x + 4y – 7 = 0    και   η

2
  : 3x + 4y – 16 = 0.

Λύση

Το σηµείο Μ (x ,y) θα είναι σηµείο της ευθείας ε, αν και µόνον αν, ισαπέχει απο τις ευθείες

η
1 
και  η

2
 , δηλαδή αν και µόνον αν ισχύει: d (M , n

1
) = d (M , n

2
)

Είναι: ( ) ( )

( )

1 2 2 2 2 2

3x 4y 7 3x 4y 16
d M, d M,

3 4 3 4

3x 4y 7 3x 4y 16 , ύ

ή

3x 4y 7 3x 4y 16 6x 8y 23 0

+ − + −
η = η ⇔ = ⇔

+ +
 + − = + − αδ νατη
⇔ 
 + − = − + − ⇔ + − =

η οποία είναι η εξίσωση της µεσοπαράλληλης των η
1 
και  η

2.

Άσκηση  6

Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που είναι παράλληλες στην ευθεία η: 3x + 2y – 1 = 0 και

σχηµατίζουν µε τους άξονες τρίγωνο µε εµβαδόν 12 τ.µ.
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Λύση

Η ζητούµενη ευθεία ε ως παράλληλη προς την ευθεία

η: 3x + 2y – 1 = 0 θα έχει συντελεστή διεύθυνσης   λ
ε
 = λ

η
 = 

3

2
− .

Άρα η εξίσωσή της θα είναι της µορφής : 
3

y x
2

= − +β .

Η ευθεία ε τέµνει τους άξονες x΄ x και y΄y στα σηµεία

2
,0

3

β Α  
και ( )0,Β β  αντίστοιχα. Έτσι σχηµατίζεται το

τρίγωνο ΟΑΒ µε Ο(0,0) το οποίο έχει εµβαδόν   (ΑΟΒ) = 12 τ.µ.

Είναι: ( ) 21 2
det OA,OB 12 24 36 6 6

2 3
12

→ → β ΑΟΒ = ⇔ ⋅β = ⇔ β = ⇔ β = η β = −  
= ⇔

Άρα υπάρχουν δύο ευθείες, µε εξισώσεις: 
3

y x 6
2

= − +  και 
3

y x 6
2

= − −

Άσκηση  7

Θεωρούµε τα σηµεία Α (-4, 0), Β (2, 0) και Γ (-1, 4). Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των

σηµείων Μ (x, y) για τα οποία ισχύει: (MBΓ) (ΑΒΓ)
1= ⋅
2

.

Λύση

Το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι ίσο µε: 
6 01 1

( ) det( , ) | | 12
3 42 2

→ →
ΑΒΓ = ΑΒ ΑΓ = = και του

τριγώνου ΜΒΓ είναι: 
2 x y1 1 1

( ) det(MB,M ) 4x 3y 8
1 x 4 y2 2 2

→ → − −
ΜΒΓ = Γ = = − − +

− − −
.

Οπότε, το σηµείο Μ (x, y) είναι σηµείο του γεωµετρικού τόπου, αν και µόνο αν ισχύει:

4x 3y 8 12
1 1

4x 3y 8 12 ή
2 2

4x 3y 8 12

+ − =
+ − = ⋅ ⇔ 
 + − = −

Άρα, ο ζητούµενος γεωµετρικός τόπος είναι τα σηµεία των  ευθειών µε εξισώσεις:

4x 3y 4 0+ + =  και 4x 3y 20 0+ − = .

Άσκηση  8

∆ίνονται οι ευθείες ε
1
 : x + µy + 1 = 0 και ε

2
 : 2µx + 2y + λ = 0. Να βρεθούν οι πραγµατικοί

αριθµοί  λ,µ  ώστε να είναι  ε
1
 // ε

2
  και η απόστασή τους να είναι 2 2 .

Λύση

Αν µ = 0 οι ευθείες είναι κάθετες. Επειδή θέλουµε οι ευθείες να είναι παράλληλες πρέπει
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0µ ≠ . Τότε ορίζονται οι συντελεστές διεύθυνσης των ευθειών που είναι : 1 2

1
,

−λ = λ = −µ
µ

Είναι: 
2

1 2

1
// 1 1 1

−ε ε ⇔ = −µ ⇔ µ = ⇔ µ = η µ = −
µ

Η απόσταση των δύο παραλλήλων ευθειών  θα είναι ίση µε

την απόσταση τυχαίου σηµείου έστω Α ( - 1 ,0 ) της ε
1
 απο

την ε
2.

Είναι:

( ) ( ) ( )
( )

1 2 2 2 2

2 1 2 0
d , d A, 2 2 2 2

2 2

µ − + ⋅ + λ
ε ε = ε = ⇔ = ⇔

µ +

( ) ( ) ( )2 22 22 2 2 2 2 2 32 1− µ + λ = µ + ⇔ λ − µ = µ +
Με µ = 1 παίρνουµε απο την παραπάνω εξίσωση:

( ) ( ) ( )2 22 2 8 10
2 32 1 1 2 64

2 8 6

λ − = λ = 
λ − = + ⇔ λ − = ⇔ ⇔ λ − = − λ = − 

και µε µ = –1 παίρνουµε:

( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 8 6
2 32 1 1 2 64

2 8 10

λ + = λ = 
λ + = − + ⇔ λ + = ⇔ ⇔ λ + = − λ = − 

Άρα οι ζητούµενες τιµές των λ και µ είναι:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 6,1 , , 6, 1 , , 10,1 , , 10, 1λ µ = − λ µ = − λ µ = λ µ = − −

Άσκηση  9

∆ίνονται οι ευθείες ε
1
: αx - y - 1 = 0  και  ε

2
: x + αy - α = 0,  α > 0

α.    Να δείξετε ότι οι ευθείες ε
1
 , ε

2
 και ο άξονας y΄y σχηµατίζουν ορθογώνιο τρίγωνο

για  κάθε α > 0.

β.   Να υπολογίσετε το εµβαδόν Ε (α) του τριγώνου που σχηµατίζεται µε τον τρόπο

που περιγράφεται στο πρώτο ερώτηµα.

γ. Να αποδείξετε ότι ισχύει: Ε(α) ≤  Ε (1).

Λύση

α.  Αν λ
1
, λ

2
 είναι οι συντελεστές διεύθυνσης των ευθειών ε

1
 , ε

2
 αντίστοιχα τότε έχουµε

1λ α=  και  λ
2
 = - 

1

α
 , οπότε  λ

1
 .  λ

2
 = -1

Άρα οι ευθείες ε
1
 ,  ε

2
 είναι κάθετες µεταξύ τους και

σχηµατίζουν ορθογώνιο τρίγωνο µε τον άξονα y΄y.

β.  Η ευθεία (ε
1
 ) τέµνει τον άξονα y΄y στο σηµείο Β (0, -1).

Η ευθεία ε
2
  τέµνει τον άξονα y΄y  στο σηµείο Γ (0,1).

Το σηµείο τοµής Α των ε
1
, ε

2
 προσδιορίζεται από τη

λύση του συστήµατος: 
αx y 1

x αy α

− =
 + =
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Eίναι:   2 2
x y

α 1 1 1 α 1
D α 1 0 , D 2α , D α 1

1 α α α 1 α

− −
= = + ≠ = = = = −

Αφού D 0≠  για κάθε α, το σύστηµα έχει πάντα λύση, που σηµαίνει ότι οι ευθείες 1ε , 2ε

τέµνονται για κάθε τιµή του α. Το σηµείο τοµής τους είναι : 
2

2 2

2 1
A ,

1 1

 α α −
 α + α + 

Η απόσταση d του Α από τον άξονα y΄y είναι 
2

2
d

1

α=
α +

, οπότε το εµβαδόν του τριγώνου

είναι : ( ) ( ) ( )2 2

1 1 2 2
E d 2 1 , 0.

2 2 1 1

α αα = ΒΓ = ⋅ ⋅ = µε α >
α + α +

γ. Από την (1) έχουµε: Ε(1) = 1 . Έστω ότι ισχύει ( ) ( )E E 1α ≤

Τότε ( ) ( ) ( )22 2
2

2α
E α E 1 1 α 1 2α α 2α 1 0 α 1 0

α 1
≤ ⇔ ≤ ⇔ + ≥ ⇔ − + ≥ ⇔ − ≥

+
που ισχύει για κάθε α.

Άσκηση 10

Σε χάρτη µε καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων η θέση ενός αεροδροµίου προσδιορί-

ζεται από το σηµείο ∆ (2, 4) και η προβολή της θέσης ενός αεροπλάνου πάνω στο καρτε-

σιανό σύστηµα δίνεται από το σηµείο Κ (t + 1, t - 2), t R∈ .

α. Να εξετάσετε αν το αεροπλάνο θα περάσει πάνω από το αεροδρόµιο όταν κινείται

ευθύγραµµα.

β. Ποια θα είναι η ελάχιστη απόσταση του αεροπλάνου από το αεροδρόµιο αν κινείται

ευθύγραµµα σε σταθερό ύψος 2 km.

Λύση

α.  Η προβολή  Κ του αεροπλάνου βρίσκεται πάνω στην ευθεία

(ε) µε  εξίσωση:  x - y - 3 = 0 που προκύπτει µε απαλοιφή

του t απο τις σχέσεις:

x = t + 1,    y = t – 2.

Παρατηρούµε, ότι το σηµείο ∆ δεν ανήκει σε αυτήν

την ευθεία, άρα το αεροπλάνο δε θα περάσει πάνω

από το αεροδρόµιο.

β. Αφού ΑΚ = 2 km η απόσταση Α∆ γίνεται ελάχιστη όταν

γίνει ελάχιστη η ∆Κ. Η ∆Κ γίνεται ελάχιστη όταν είναι

κάθετη στην (ε) και είναι:

min 2 2

2 4 3 5 5 2
d( , )

221 1

− −
∆Κ = ∆ Κ = = =

+
.

Τότε  2 2 2
min

25 66
2 km

2 2
Α∆ = ΑΚ + ∆Κ = + = .
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Άσκηση 11

Ανοικτά κάποιου λιµανιού υπάρχουν  τρεις σηµαδούρες  Σ
i
 , i = 1 , 2 , 3  που οριοθετούν µία

τριγωνική περιοχή στην οποία απαγορεύονται οι καταδύσεις. Ο υπεύθυνος λιµενάρχης, ο

οποίος βρίσκεται σε ένα πλοίο κάπου µέσα στην τριγωνική περιοχή, στέλνει τρεις βάρκες µε

δύο ναύτες στην καθεµία να µετρήσουν τις αποστάσεις των  Σ
i
 , i = 1 , 2 , 3  από το πλοίο.

Η πρώτη βάρκα πλέει 2 ναυτικά µίλια δυτικά και 1 µίλι βόρεια και εκεί συναντά την πρώτη

σηµαδούρα. Η δεύτερη βάρκα πλέει 2 µίλια νότια και 2 ανατολικά και εκεί συναντά τη

δεύτερη σηµαδούρα. Η τρίτη βάρκα πλέει 3 µίλια βόρεια και 1 µίλι ανατολικά και συναντά

την τρίτη σηµαδούρα. Με τα παραπάνω δεδοµένα να υπολογίσετε το εµβαδόν της τριγωνι-

κής περιοχής.

Λύση

Θεωρώντας ως αρχή των συντεταγµένων τη θέση του πλοί-

ου έχουµε το διπλανό σχήµα, όπου: 1( 2,1)Σ − , 2 (2, 2)Σ − ,

3(1,3)Σ .

Είναι: 1 2 (4, 3)
→
Σ Σ = −  και 1 3 (3,2)

→
Σ Σ = .

Οπότε το εµβαδόν του τριγώνου 1 2 3Σ Σ Σ  είναι :

1 2 1 3
4 31 1 17

det , | |
3 22 2 2

→ →  −
Ε = Σ Σ Σ Σ = = 

 
  τετρ. µίλια.

∆. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Το εµβαδόν παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ µε  Α (0, 0), Β (3, 1) και Γ (5, 3) είναι ίσο µε:

Α: 1 Β: 8 Γ: 4 ∆: 5 Ε: 2.

2. Η απόσταση του σηµείου Μ (4, 3) από τον άξονα y y′  είναι:

Α: 4 Β: 3 Γ: 7 ∆: 5 Ε: 2.

3. Η µεσοπαράλληλη ευθεία των ευθειών :   x = -2, x = 4 είναι η:

Α: x = 1 B: x = 3 Γ: x = 2 ∆: x = 0 E: y = 1.

4. Η y = x είναι µεσοπαράλληλη της  x - y = 2 και της ευθείας:

Α: x + y = 2 B: x - y = -2 Γ: -x + y = -2

∆: x + y = -2 E: x - y = 2.

5. ∆ίνονται οι ευθείες (ε
1
): 3x - 4y + 10 = 0 και  (ε

2
): 3x - 4y + 20 =0.

i.   Να δείξετε ότι ε
1
 / /ε

2
.

ii.  Να υπολογίσετε τις αποστάσεις της αρχής Ο από τις ε
1
 και ε

2
.

iii. Να υπολογίσετε την απόσταση των ε
1
 και ε

2
.

(Απ.: ii. ( )1d O, 2ε = , ( )2d O, 4ε =  iii. ( )1 2d , 2ε ε = )
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6. Να βρείτε  την εξίσωση της ευθείας που είναι παράλληλη προς την ευθεία y = -3x + 10 και

απέχει από την αρχή των αξόνων απόσταση ίση µε 5 µονάδες µήκους.

(Απ.: y 3x 5 10= − +  ή y 3x 5 10= − − )

7. ∆ίνονται τα σηµεία Α (1, 3) και Β (-2, 4). Να βρείτε σηµείο Μ του άξονα x x′  για το οποίο

το εµβαδόν του τριγώνου ΜΑΒ είναι ίσο µε 8 τ.µ. .

(Απ.: ( )M 6,0−  ή ( )M 26,0 )

8. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών, οι οποίες διέρχονται από το σηµείο Μ (2, 2) και

σχηµατίζουν µε τους θετικούς ηµιάξονες τρίγωνο µε εµβαδόν Ε = 8 τ.µ. .

(Απ.: y x 4= − + )

9. Να βρεθεί το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, όπου Α (1, 1), Β  (2, 2) και Γ είναι σηµείο της

ευθείας  y = x + 1.

(Απ.: 
1

E
2

= )

10.  α. Να βρεθεί η απόσταση µεταξύ των παραλλήλων ευθειών: 2x + y = 4  και  4x + 2y = 2.

 β. Να βρεθεί η εξίσωση της µεσοπαράλληλης αυτών.

(Απ.: i. ( )1 2

3 5
d ,

5
ε ε = , ii. ( ) : 4x 2y 5ε + = )

11. ∆ίνονται τα σηµεία Α (-3, -4) και Β (2, 1). Να βρείτε το σύνολο των σηµείων Μ του

επιπέδου για τα οποία ισχύει (ΜΑΒ) = 5 τ.µ. .

(Απ.: Είναι οι ευθείες x y 3− =  ή x y 1− = − )

12. Σε ένα χάρτη µε καρτεσιανό σύστηµα αξόνων Οxy ένα πλοίο ξεκινά από κάποιο λιµάνι

Λ και κατευθύνεται προς το λιµάνι Ο. Το ραντάρ θέσης του πλοίου δίνει για κάθε

χρονική στιγµή συντεταγµένες: 1(t 40, t 10), t 0Π − − ≥ .

α. Πού βρίσκεται το λιµάνι Λ στον χάρτη;

β. Πόσο απέχει το λιµάνι Λ από το λιµάνι Ο;

γ. Βρίσκεται το πλοίο στη σωστή πορεία για το λιµάνι Ο;

δ. Αν η θέση ενός άλλου πλοίου προσδιορίζεται από το σηµείο 2 (t 10, t 30), t 0Π + − ≥
υπάρχει περίπτωση τα πλοία να συναντηθούν;

ε. Ποια είναι η απόστασή τους τη χρονική στιγµή  t = 10;

(Απ.: i. ( )40, 10Λ − −  , ii. ( ) 10 17ΛΟ = , iii. Όχι, iv.  Όχι, v. d 10 29= )

13. Ανοικτά κάποιου λιµανιού υπάρχουν τρεις σηµαδούρες που οριοθετούν µία τριγωνική

περιοχή στην οποία απαγορεύονται οι καταδύσεις. Ο υπεύθυνος λιµενάρχης, ο οποίος

βρίσκεται σε ένα πλοίο, στέλνει τρεις βάρκες µε δύο ναύτες στην καθεµία να µετρήσουν τις

αποστάσεις των σηµαδούρων από το πλοίο. Η πρώτη βάρκα κινείται µε 4 ναυτικά µίλια
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δυτικά και 2 µίλια βόρεια και εκεί συναντά την πρώτη σηµαδούρα. Η δεύτερη βάρκα πλέει 4

µίλια νότια και 4 ανατολικά και εκεί συναντά τη δεύτερη σηµαδούρα. Η τρίτη βάρκα πλέει 6

µίλια βόρεια και 2 µίλια ανατολικά και συναντά την τρίτη σηµαδούρα. Με τα παραπάνω

δεδοµένα να υπολογίσετε το εµβαδόν της τριγωνικής περιοχής.

(Απ.: E 34= )

14. Η ευθεία 3x - 5y = 2 χωρίζει το επίπεδο xOy σε δύο ηµιεπίπεδα I και II. Τα σηµεία

 (1, -2) και (-2, 1) βρίσκονται:

Α. και τα δύο στο ίδιο ηµιεπίπεδο;

Β. σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα;

Γ. το ένα βρίσκεται στο I και το άλλο πάνω στην ευθεία;

∆. και τα δύο βρίσκονται πάνω στην ευθεία;

Ε. κανένα από τα παραπάνω;

15.  Αν η απόσταση του σηµείου (α, 2α), όπου α > 1, από την ευθεία 13x + y = 5 είναι 170 ,

τότε το α είναι ίσον µε:

Α. 
5

11
Β. 7 Γ. 

66

7
               ∆. 5     Ε. 3.

16. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και

ισαπέχει από τα σηµεία Α(2,0) και Β(0,6).

(Απ.: y 3x=  ή y 3x= − )

17. Να βρείτε  σηµείο του άξονα x΄x που ισαπέχει από την αρχή των αξόνων και από την

ευθεία ε : 3x - 4y - 24 = 0.

(Απ.: ( )M 12,0−  ή ( )M 3,0 )

18. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ του οποίου οι τρείς

κορυφές είναι τα σηµεία Α (-2, 3), Β (4, -5), Γ(-3,1).

(Απ.: E 20= )

19. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από την τοµή των ευθειών

ε
1
: x + y -3 = 0  και ε

2
 : x - y + 1 = 0 και απέχει από την αρχή των αξόνων απόσταση ίση

µε 1.
(Υπ. Βρίσκουµε την τοµή των δύο ευθειών και από τη δοσµένη απόσταση βρίσκουµε το λ.

Είναι : x 1ζ =  ή ( )3
: y 2 x 1

4
ζ − = − )

20. Να βρείτε τα σηµεία της ευθείας ε : x + y -1 = 0 που απέχουν από την ευθεία

ζ: 3x + 4y - 2 = 0 απόσταση ίση µε 2.

(Απ.: Έστω Μ(µ,ν) τα ζητούµενα σηµεία και βρίσκουµε δύο σχέσεις µε µ, ν. ( )M 8,9−  ή

( )M 12, 11− )
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21. Έστω τα σηµεία Α (1, 1) και Β (5, 5) και η ευθεία x - 2y - 1 = 0. Να βρείτε σηµείο Γ της ευθείας

ε, ώστε το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ να είναι ίσο µε 4 τ.µ. .

(Απ.: ( )5, 3Γ − −  ή ( )3,1Γ )

22. i. Να αποδείξετε ότι η απόσταση των παραλλήλων ευθειών:

ε
1
: αx + βy + γ

1
 = 0  και   ε

2
: αx + βy + γ

2
 = 0,  είναι ίση µε 

1 2

2 2

γ − γ

α +β
.

ii. Να δείξετε ότι η µεσοπαράλληλη των ,1 2ε ε  είναι 1 2x y 0
2

γ + γ
α +β + = .

iii. Να υπολογίσετε το εµβαδόν ενός τετραγώνου του οποίου οι δύο πλευρές  βρίσκονται

στις ευθείες: ζ
1
: 5x -12y -65 = 0  και  ζ

2
: 5x - 12y + 26 = 0.

(Απ.: i. Παίρνουµε σηµείο στην 1ε  και βρίσκουµε την απόστασή του από την 2ε . ii. E 49= )

23. Η ευθεία µε εξίσωση (λ -1)x + (λ + 1)y - λ - 3 = 0, µε λ πραγµατικό  περιγράφει την φωτεινή

ακτίνα που εκπέµπει ένας περιστρεφόµενος φάρος Φ.

i.   Να βρείτε τις συντεταγµένες του Φ

ii.   Τρία πλοία βρίσκονται στα σηµεία Κ(2 ,2)  Λ(-1, 5) και Μ(1, 3). Βρείτε τις εξισώσεις των

φωτεινών ακτίνων που διέρχονται από τα Κ,   Λ, Μ.

iii. Βρείτε ποιο από τα πλοία Κ, Λ βρίσκεται πλησιέστερα στην φωτεινή ακτίνα που περνάει

από το Μ.

iv. Βρείτε το εµβαδόν της θαλάσσιας περιοχής που ορίζεται από το φάρο Φ και τα πλοία Λ

και Μ.

( Aπ.:i.(Η δοσµένη εξίσωση είναι δέσµη ευθειών ) ( )1,2Φ −  ii.  : y 2ΦΚ = , : x 1ΦΛ = − ,

( )1
M : y 3 x 1

2
Φ − = − , iii. Βρίσκουµε τις αποστάσεις των Κ, Λ από την ευθεία ΦΜ.

 iv. ( ) 3ΦΛΜ = )

Ε. ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

∆ύο πλοία αναχωρούν από τα λιµάνια του Πειραιά και της Ραφήνας την 6η πρωϊνή ώρα

κινούµενα ευθύγραµµα. Οι συντεταγµένες των πλοίων στο ραντάρ του κέντρου

επιχειρήσεων από το οποίο παρακολουθούνται είναι Α (t + 1, t-1) και Β (20 - t, t +20)

αντίστοιχα, όπου t ο χρόνος, σε ώρες που έχει περάσει από την στιγµή της αναχώρήσής

τους. Αν ο Πειραιάς βρίσκεται στη θέση Π(1, -1) και η Ραφήνα στη θέση Ρ(20, 20) τότε:

α. Να βρείτε τις εξισώσεις των γραµµών πάνω στις οποίες κινούνται τα πλοία.

β. Να εξετάσετε αν υπάρχει κίνδυνος σύγκρουσης των δύο πλοίων .

γ. Να βρείτε ποιο από τα δύο πλοία έχει διανύσει τη µεγαλύτερη απόσταση µέχρι το µεσηµέρι

στις 12.

δ. Να βρείτε ποιο πλοίο θα διέλθει πιο κοντά από τη βραχονησίδα Ι (2002, 2002).

ε. Να εξετάσετε αν κάποιο από τα δύο πλοία έχει τη δυνατότητα χωρίς να εκτραπεί από την

πορεία του να  περισυλλέξει ναυαγούς που βρίσκονται στη θέση Ν(2040, -2000).
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7 O κύκλος

Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ    ΓΝΩΣΕΙΣ   ΘΕΩΡΙΑΣ

Η  εξίσωση  2 2x y x y 0+ + Α +Β + Γ =    (1), A, B, Γ R∈

Αν 2 2 4 0Α +Β − Γ > η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο µε

κέντρο το σηµείο: ,
2 2

Α Β Κ − −  
 και ακτίνα   

2 2 4

2

Α +Β − Γρ = .

Αν 
2 2 4 0Α +Β − Γ =  η (1)  παριστάνει το σηµείο  ,

2 2

Α Β Κ − −  
.

Αν 2 2 4 0Α +Β − Γ <    η εξίσωση  (1)  είναι αδύνατη .

ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ

Εξίσωση εφαπτοµένης  κύκλου µε κέντρο

Ο(0,0) και ακτίνα ρ στο σηµείο Α(x
1
 ,y

1
):

         2
1 1xx yy+ = ρ

Εξίσωση κύκλου µε κέντρο Ο( 0 , 0 )  και

ακτίνα  ρ :    2 2 2x y+ = ρ

Εξίσωση κύκλου µε κέντρο ( )0 0K x , y  και ακτίνα ρ:

            ( ) ( )2 2 2
0 0x x y y− + − = ρ
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Βασικά στοιχεία από την Ευκλείδεια Γεωµετρία

Για την επίλυση των ασκήσεων στον κύκλο είναι χρήσιµες οι παρακάτω προτάσεις:

3. Το απόστηµα είναι µεσοκάθετος της χορδής

στην οποία αντιστοιχεί.

5. Οι κοινές  εφαπτόµενες δύο κύκλων τέµ-

νονται πάνω στην ευθεία της διακέ-

ντρου τους.

4. Μια ευθεία εφάπτεται σε έναν κύκλο, αν

και µόνο αν, η απόσταση του κέντρου

του κύκλου από την ευθεία αυτή είναι

ίση µε την ακτίνα του κύκλου.

6. Η διάκεντρος δύο κύκλων, που τέµνονται

είναι µεσοκάθετος της κοινής χορδής τους.

2. Αν δύο κύκλοι εφάπτονται, τότε τα κέ-

ντρα τους και το σηµείο επαφής τους

είναι συνευθειακά σηµεία.

1. Τα εφαπτόµενα τµήµατα από ένασηµείο Ρ

προς έναν κύκλο, είναι ίσα και η διακεντρι-

κή ευθεία διχοτοµεί τη γωνία τους.
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Σχετικές θέσεις δύο κύκλων

Οι σχετικές θέσεις δύο κύκλων (Λ, ρ) και (Κ, R) εξαρτώνται από τη σχέση της διακέ-

ντρου δ (του ευθυγράµµου τµήµατος, που ενώνει τα κέντρα των δύο κύκλων) µε το

άθροισµα ή τη διαφορά των ακτίνων τους. ∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις:

1. Κύκλοι χωρίς κοινά σηµεία

2. Εφαπτόµενοι κύκλοι

7. Όταν ένας κύκλος εφάπτεται σε δύο

παράλληλες ευθείες, τότε το κέντρο του

βρίσκεται στη µεσοπαράλληλο των δύο

ευθειών.

α. Ο κύκλος ( ),Λ ρ   βρίσκεται στο εσωτε-

ρικό του ( )K,R R⇔ δ < −ρ

α. Οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά δηλαδή

έχουν ένα κοινό σηµείο (σηµείο επαφής).

Ο κύκλος (Λ, ρ) βρίσκεται στο εσωτερικό

του κύκλου (Κ, R), αν και µόνον αν δ = R - ρ

β. Οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά δηλαδή

έχουν ένα κοινό σηµείο (σηµείο επαφής)

και ο ένας βρίσκεται στο εξωτερικό του

άλλου, αν και µόνον αν δ = R + ρ.

β. Ο κύκλος ( ),Λ ρ   βρίσκεται στο εξωτερι-

κό του ( )K,R R⇔ δ > +ρ
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Β.                                  ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

3. Τεµνόµενοι κύκλοι

Οι κύκλοι τέµνονται δηλαδή έχουν δύο κοινά σηµεία, αν

και µόνον αν R R−ρ < δ < +ρ
Το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ που ενώνει τα κοινά σηµεία

των δύο κύκλων, λέγεται κοινή χορδή των κύκλων.

Μνηµονικός κανόνας για την εξίσωση της εφαπτοµένης του κύκλου

Έστω ότι αναζητούµε την εξίσωση της εφαπτοµένης του κύκλου  2 2 2x y+ = ρ  στο σηµεί-

ο ( )1 1A x , y . Εργαζόµαστε ως εξής:

α. Γράφουµε την εξίσωση του κύκλου: 2 2 2x y+ = ρ  (1)

β. Επειδή  2x x x= ⋅  και  2y y y= ⋅  η (1) γράφεται: 2x x y y⋅ + ⋅ = ρ

γ. Στο δεύτερο x και y θέτουµε 1x  και 1y  αντίστοιχα οπότε παίρνουµε:

2
1 1x x y y⋅ + ⋅ = ρ , που είναι και η ζητούµενη εξίσωση.

Για να προσδιορίσουµε την εξίσωση κύκλου πρέπει να βρούµε το κέντρο του, έστω

Κ(x
o
, y
o
) και την ακτίνα του έστω R. Τότε η εξίσωση του είναι ( ) ( ) 22

0

2

0
Ryyx-x =−+

Το κέντρο αν δεν δίνεται µπορούµε να το προσδιορίσουµε, αν αναγνωρίσουµε δύο

ευθείες πάνω στις οποίες βρίσκεται. Τοτε το προσδιορίζουµε από τη λύση του συστή-

µατος των εξισώσεων αυτών των ευθειών. Η ακτίνα του κύκλου στη συνέχεια προσ-

διορίζεται ως η απόσταση του κέντρου Κ από ένα σηµείο του κύκλου ή ως η απόστα-

ση του Κ από µια ευθεία που εφάπτεται στον κύκλο.

1. Η µεσοκάθετος κάθε χορ-

δής ενός κύκλου διέρχεται

από το κέντρο του κύκλου.

2. Το σηµείο τοµής των µεσοκα-

θέτων δύο, µη παράλληλων,

χορδών του είναι το κέντρο του

κύκλου.

3.  Η εφαπτοµένη ενός κύκλου

σε ένα σηµείο του είναι

κάθετη στην ακτίνα του

κύκλου που αντιστοιχεί

στο σηµείο αυτό.

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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Παράδειγµα 1

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου όταν:

α. Έχει κέντρο Ο(0, 0) και διέρχεται από το σηµείο Α(1, 2)

β. Έχει διάµετρο το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ µε A(1,3) και B(-3,5).

γ. Έχει κέντρο το σηµείο (-2,1) και διέρχεται από το σηµείο (-2,3).

δ. Έχει κέντρο Λ(4, 2) και εφάπτεται στην ευθεία (ε): 01y4x3 =−+ .

ε. ∆ιέρχεται από τα σηµεία Α(1, 1), Β(0,0) Γ(3,0).

στ. Όταν έχει το κέντρο του πάνω στην ευθεία µε εξίσωση (ε): y = 3x -7 και διέρχεται

  από τα  σηµεία Α (1,1) και Β(2,-1).

Λύση

α. Αφού έχει κέντρο Ο(0, 0) είναι της µορφής 222 ρyx =+ . Το σηµείο Α επαληθεύει την εξίσωση

του κύκλου. Έτσι έχουµε 5ρρ21 2222 =⇔=+ . Οπότε η εξίσωση του κύκλου είναι:

5yx:C 22 =+ .

β. Αφού το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ είναι διάµετρος του κύκλου το µέσο του θα ταυτίζεται

µε το κέντρο του ζητούµενου κύκλου.

Εστω ( )0 0x , yΚ  το µέσο του ΑΒ, τότε:
0

0

1 3x x
1x

22
y y 3 5

y 4
2 2

Α Β

Α Β

−+ = −= =
 + + = = =

Oπότε το κέντρο του κύκλου είναι το σηµείο K(-1, 4).

Η ακτίνα του ζητούµενου κύκλου θα είναι το µισό της διαµέτρου, δηλαδή το µισό της

απόστασης ΑΒ. Άρα η ακτίνα του κύκλου είναι:

( ) ( ) ( )2 21 1 1
1 3 5 3 20 5

2 2 2
ρ = ΑΒ = + + − = = .

Άρα, ο ζητούµενος κύκλος  έχει εξίσωση ( ) ( )2 2
C :  x 1 y 4 5+ + − = .

γ. Όταν γνωρίζουµε το κέντρο του ζητούµενου κύκλου και ένα σηµείο του τότε η µεταξύ τους

απόσταση ισούται µε την ακτίνα του κύκλου, δηλαδή:

( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 3 1 0 2 2ρ = ΛΑ = − + + − = + =
Η ακτίνα του ζητούµενου κύκλου είναι 2 και η εξίσωση του κύ-

κλου είναι:

( ) ( )2 2 2C :  x 2 y 1 2+ + − = .

δ. Η εξίσωση του κύκλου είναι ( ) ( ) 222
ρ2y4x =−+− .

Επειδή εφάπτεται στην (ε) πρέπει: ( )d Α,ε ρ= .

Έτσι: 
2 2

3·4 4·2 1 19

53 4

+ −
=ρ⇔ρ=

+
.   Άρα ( ) ( )

2
2 2 19

C: x-4 y 2
5

 + − =   
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ε. α΄ τρόπος

Οι µεσοκάθετοι των χορδών ΑΒ και ΒΓ τέµνονται στο κέντρο

του κύκλου.  Βρίσκουµε αυτές τις µεσοκαθέτους (δ), (ε).

Έστω Μ µέσο του ΑΒ. Τότε 
1 1

M ,
2 2

 
  

Επειδή 
AB 1 1δλ = ειναι λ = −

Άρα 
1 1 1 1

: y 1 x - y x x y 1
2 2 2 2

 δ − = − ⇔ − = − + ⇔ + =  

Έστω Ν µέσο ΒΓ. Τότε 
3

,0
2

 Ν  
 και επειδή x΄x)ε( ⊥  είναι:  

2

3
x =

Λύνουµε το σύστηµα των εξισώσεων των (δ), (ε) για να βρούµε το κέντρο του κύκλου.

3 1
x y 1 y 1 y

3 12 2 K ,3
3 3 2 2x

x x2
2 2

 + = = − = −      ⇔ ⇔ Αρα −    =    = =   

Επιπλέον έχουµε 

2 2
3 1 5

R KB
2 2 2

−   = = + =      

Εποµένως η εξίσωση του ζητούµενου κύκλου είναι: 
2

5

2

1
y

2

3
-x:C

22

=




 ++







 β΄ τρόπος

Η εξίσωση του κύκλου είναι ( ) ( ) 22

o

2

o
Ryyxx =−+− (1).

Αντικαθιστούµε τις συντεταγµένες των τριών σηµείων στην (1) διαδοχικά. Προκύπτει

έτσι ένα σύστηµα 3x3 (τριών εξισώσεων µε τρεις αγνώστους x
o
, y

o
, R).

( ) ( )2 2
2

0 01 x 1 y R− + − =       (2)

( ) ( )2 2
2

0 00 x 0 y R− + − =      (3)

( ) ( )2 2 2
0 03 x 0 y R− + − =     (4)

Από την (4) έχουµε  
(3)

2 2 2
0 0 09 6x x y R− + + = ⇔ 0 0 0

9 3
6x 9 0 x x

6 2
− = ⇔ = ⇔ =
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Αντικαθιστούµε το x
o
 στις (2) και (4) και έχουµε:   

( )
2

2 2
0

2
2 2

0

3
1 1 y R

2

3
y R

2

 − + − =  

  + =  

Αφαιρούµε κατά µέλη και έχουµε:

2 2
0 0 0

1 9
1 2y y y 0

4 4
+ − + − − = 0 0

1 9
1 1 14 4y y
2 2 2

+ −
⇔ = = − ⇔ = −

Αντικαθιστούµε τα x
0
, y

0
 στην (4) και βρίσκουµε το R.

2 2
2 2 23 1 9 1 10 5

R R R
2 2 4 4 4 2

   + − = ⇔ = + = ⇔ =      
Εποµένως ο ζητούµενος κύκλος έχει εξίσωση:

2 2
3 1 5

x- y
2 2 2

   + + =      

στ. Το κέντρο Κ(α,β) του ζητούµενου κύκλου είναι το σηµείο τοµής της (ε) και της µεσοκάθε-

της (η) στο ΑΒ. Η ακτίνα του είναι: 2 2R ( 1) ( 1)= α − + β− (1)

Μέσο του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ είναι το σηµείο: 
3

,0
2

 Μ  
.

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ΑΒ είναι :
1 1

2
1 2ΑΒ
+λ = = −
−

,

οπότε ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας

 (η): 
1

2ηλ =  (αφού ( )η ⊥ ΑΒ ).

Από την ευθεία (η) γνωρίζουµε το σηµείο Μ και το συντελεστή διεύθυνσης λ
η
. Οπότε η

εξίσωση της (η) είναι η: 
1 3

y x
2 2
 = −  

 (2)

Η εξίσωση της (ε) είναι ε: y 3x 7= −       (3)

Από τη λύση του συστήµατος των (2) και (3) βρίσκουµε: 
5

x
2

=  και 
1

y
2

= .

Άρα είναι  
5 1 9 1 5

K , R
2 2 4 4 2

  και = + =  
  ( λόγω της (1) ) .

και η εξίσωση του κύκλου είναι: 

2 25 1 5
x y

2 2 2
   − + − =      

 .
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Παράδειγµα 2

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ο οποίος εφάπτεται στην ευθεία 05yx:ε =−+  στο

σηµείο της Α(6, -1) και διέρχεται από το σηµείο Β(6, 1).

Λύση

Θα βρούµε το κέντρο του κύκλου ως σηµείο τοµής δύο ευθειών.

Της κάθετης στην εφαπτοµένη ,έστω δ ,στο σηµείο Α και της

µεσοκάθετης (η) της χορδής ΑΒ.

Είναι  1 1
δ⊥ε

ε δλ = − ⇔λ = . Εποµένως δ:  7yx6x1y =−⇔−=+ .

Θα βρούµε τώρα τη µεσοκάθετο (η) του ευθύγραµµου τµήµατος

ΑΒ.Έστω Μ µέσο ΑΒ τότε ( )M 6,0 .

Παρατηρούµε ότι ΑΒ // y΄y, εποµένως η µεσοκάθετος (η) της ΑΒ, είναι παράλληλη στον

x΄x. Αφού διέρχεται από το σηµείο Μ(6, 0) έχει εξίσωση y = 0 (είναι ο άξονας x΄x).

Λύνουµε το σύστηµα των (δ) και (η):    
x y 7 x 7

y 0 y 0

− = =
⇔= =

 .   Εποµένως ( )K 7,0

Η ακτίνα R είναι ίση µε ( ) ( ) ( ) 21067KAR
22 =++−== .

Άρα η εξίσωση του ζητούµενου κύκλου είναι ( )2 2x-7 y 2+ = .

Για να προσδιορίσουµε την εξίσωση εφαπτοµένης κύκλου µε εξίσωση: 222 ρyx =+
1ος τρόπος

Γράφουµε την εξίσωση της εφαπτοµένης στο τυχαίο σηµείο του κύκλου έστω ( )
11

y,x

που είναι: 2

11
ρyyxx =+    (1)

Για να προσδιορίσουµε τα ( )
11

y,x  (αν δεν δίνονται) πρέπει να φτιάξουµε σύστηµα

δύο εξισώσεων µε αγνώστους 1 1x , y . Η µια εξίσωση είναι πάντοτε 22

1

2

1
ρy x:η =+

αφού το σηµείο ( )
11

y,x  είναι το σηµείο επαφής και η δεύτερη προκύπτει εύκολα από

τα δεδοµένα της άσκησης.

2ος τρόπος

Υποθέτουµε ότι η εφαπτοµένη έχει εξίσωση ( ) βλxy:ε +=  και χρησιµοποιούµε τη

σχέση ( ) ,ρεO,d = όπου ( )0,0Ο  και ρ η ακτίνα του κύκλου. Παίρνουµε έτσι µια εξίσω-

ση µε αγνώστους τα λ, β. (Συχνά ο συντελεστής λ προσδιορίζεται εύκολα από τα

δεδοµένα της άσκησης και έτσι από της παραπάνω εξίσωση προσδιορίζουµε το β.
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Παράδειγµα 1

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης του κύκλου 2 2x y 4+ =  αν :

α. Το σηµείο επαφής είναι το ( )A 1, 3 .

β. Είναι παράλληλη στην ευθεία ε: 2xy +−= .

γ. Είναι κάθετη στην ευθεία ζ: 
1

y x 1
2

= + .

δ. ∆ιέρχεται από το σηµείο Β(0, 4).

Λύση
α. Αφού µας δίνεται το σηµείο επαφής, έχουµε 1·x 3·y 4 x 3 y 4+ = ⇔ + = .

1ος τρόπος

β. Έστω ( )
11

y,xA  το σηµείο επαφής. Η εφαπτοµένη του κύκλου

στο Α έχει εξίσωση 1 1xx yy 4+ =  εποµένως έχει συντελεστή

διεύθυνσης 1

1

x

yεφλ = − . Επειδή είναι παράλληλη στην (ε) θα

είναι 1λλ εεφ −== . Άρα 11

1

1 yx1
y

x
=⇔−=−  (1)

Το σηµείο ( )
11

y,xA  ανήκει στο κύκλο, δηλαδή  ισχύει  4yx
2

1

2

1
=+ (2)

Από τις (1) και (2)  έχουµε 2 2
1 1 12x 4 x 2 x 2= ⇔ = ⇔ = ±   και 1y 2= ±

Άρα ( )A 2, 2  και ( )A´ 2, 2− −  οπότε :

Α
εφ : 2 x 2 y 4+ =   και  

Α΄
εφ : 2 x 2 y 4− − = .

2ος τρόπος

Η ζητούµενη εφαπτοµένη είναι της µορφής: ( )y -x β x y-β=0 1= + ⇔ + . Εφάπτεται η

(1) στον κύκλο, αν και µόνο αν:

( )( )
2 2

0 0
d O, 1 2 2 2 2 2 2

1 1

+ −β
= ⇔ = ⇔ β = ⇔ β = ±

+
.

οπότε υπάρχουν δύο εφαπτόµενες του κύκλου παράλληλες προς την (ε) , οι ευθείες:

022yxκαι022-yx =++=+

γ. Έστω ( )
11

y,xA  το σηµείο επαφής. Όπως και στο προηγούµενο ερώτηµα έχουµε

1

1

x

yεφλ = − . Επειδή η εφαπτοµένη είναι κάθετη στη (ζ) έχουµε: · 1εφ ζλ λ = −

Είναι 
1

2ζλ = , εποµένως 2εφλ = − . Άρα 
11

1

1 y2x2
y

x
=⇔−=

−
   (1)

Αφού το Α ανήκει στον κύκλο ισχύει: 4yx
2

1

2

1
=+    (2)
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Από (1), (2) έχουµε 2 2 2 2
1 1 1 1

4
4y y 4 5y 4 y

5
+ = ⇔ = ⇔ = 1

2 2 2
y

55
⇔ = =

ή 1

2 2 5
y

55
= − = −  τότε είναι αντίστοιχα και 1

4 4 5
x

55
= =  ή 1

4 4 5
x

55

− −= = .

Οπότε υπάρχουν δύο σηµεία επαφής και επειδή 
11

y,x οµόσηµοι λόγω της (1) είναι τα:

4 5 2 5
A ,

5 5

 
   

      και      
4 5 2 5

A΄ ,
5 5

 
− −   

Οι  εξισωσεις  των εφαπτοµένων σ’αυτά τα σηµεία είναι:

4 5 2 5
x y 4

5 5
+ =       και         

4 5 2 5
x y 4

5 5

− − = .

δ. Η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι 1 1xx yy 4+ = , όπου ( )
11

y,xA  το σηµείο επαφής.

Αφού διέρχεται από το ( ) :ειύισχ4,0B  1 1 10·x 4y 4 y 1+ = ⇔ = (1)

Επειδή το Α ανήκει στον κύκλο, ισχύει: 
2 2
1 1x y 4+ = (2)

Από (1), (2)  έχουµε
2

1 1x 3 x 3= ⇔ =  ή 1x 3= − . Άρα υπάρχουν δύο σηµεία επαφής

τα  ( )A 3,1  και ( )A 3,1−  οι εξισώσεις των εφαπτοµένων σ’αυτά είναι :

3 x y 4+ =   και   3 x y 4− + =  αντίστοιχα.

Πως βρίσκουµε την εξίσωση εφαπτοµένης κύκλου, όταν το κέντρο του είναι το

( ) ( )0,0y,xΚ
00
≠  σε γνωστό σηµείο του έστω ( )

11
y,x

1ος τρόπος

Θεωρούµε τυχαίο σηµείο ( )y,xM  της εφαπτοµένης.

Τότε επειδή KA AM⊥
���� �����

 , ( )1 0 1 0KA x x , y y= − −
����

 και

 ( )1 1AM x x , y y= − −
�����

 έχουµε:

 ( )( ) ( )( )1 1 0 1 1 0KA·AM 0 x x x x y y y y 0= ⇔ − − + − − =
���� �����

 που

είναι η ζητούµενη εξίσωση της εφαπτοµένης.

2ος τρόπος

Επειδή γνωρίζουµε τα σηµεία ( )
11

y,xA  και ( )
00

y,xK  γνωρίζουµε το συντελεστή

διεύθυνσης της ΑΚ άρα και της εφαπτοµένης, (αφού είναι κάθετη στην ΑΚ). Έτσι η

εξίσωση της εφαπτοµένης είναι: ( )1 AM 1y y x x− = λ − .Αν δεν ορίζεται ο συντελε-

στής διεύθυνσης της ΑΚ η εφαπτοµένη έχει εξίσωση : y = y
1
.

Κατηγορία - Mέθοδος   3



109.Ο  Κύκλος

Παράδειγµα 1

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης

α. του κύκλου ( ) ( ) 252y1x
22 =++−  στο σηµείο του Α(4, 2)

β. του κύκλου 01y6x4yx 22 =+−++  στο σηµείο του ( )A 1, 3 3+

Λύση

α. α΄ τρόπος

Έστω Μ(x,y) τυχαίο σηµείο της εφαπτοµένης. Είναι AKMA ⊥  οπότε

4 3

3 4ΑΚ ΜΑλ = ⇔ λ = −

Γνωρίζουµε ένα σηµείο της εφαπτοµένης και το συντελεστή διε-

ύθυνσης αυτής, εποµένως η εξίσωση της είναι:

 ( )4x
4

3
-2-y −= 20y4x3 =+⇔ .

β΄ τρόπος

Για το σηµείο Μ(x, y) της εφαπτοµένης έχουµε:

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

KA·AM 0 4 1 · x 4 2 2 y 2 0

3 x 4 4 y 2 0 3x 4y 20

= ⇔ − − + − − − = ⇔

⇔ − + − = ⇔ + =

���� �����

που είναι η ζητούµενη εξίσωση.

β. Ο κύκλος έχει κέντρο Κ(-2, 3) οπότε

3
3

3

ΑΜ⊥ΑΚ

ΑΚ ΑΜλ = ⇔ λ = −

Εποµένως η εφαπτοµένη έχει εξίσωση :

( ) ( )y 3 3 3 x 1− + = − −

Για να δείξουµε ότι δοσµένη ευθεία εφάπτεται σε κύκλο, δείχνουµε ότι η απόσταση

του κέντρου του κύκλου από αυτήν την ευθεία, ισούται µε την ακτίνα. Με τη βοήθ-

εια της απόστασης του κέντρου από την ευθεία προσδιορίζουµε και τη σχετική θέση

ευθείας και κύκλου.

Συγκεκριµένα ισχύουν:
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Παράδειγµα 1

Να βρείτε τη σχετική θέση του κύκλου ( )2 2x 1 y 9+ + = και της ευθείας ( ) 03-y-x2:ε = .

Λύση

Το κέντρο του κύκλου είναι το Κ(-1, 0) και η ακτίνα του R = 3. Οπότε

( )( ) ( ) ( )
2

2· 1 1 0 3 5
d K, 5 3 R

52 1

− + − ⋅ − −
ε = = = < =

+
Άρα  η ευθεία και ο κύκλος τέµνονται σε δύο σηµεία.

Παράδειγµα 2

Να δείξετε ότι η ευθεία ( ) xy:ε =  εφάπτεται στον κύκλο 08x8yx 22 =+−+
Λύση

Το κέντρο του κύκλου είναι το Κ(4, 0) και η ακτίνα του 
64 32

R 2 2
2

−= = .

Είναι ( ) 4 0 4 4 2
d K,ε 2 2 R

22 2

−
= = = = =

∆ηλαδή ( ) Rε,Kd = , εποµένως η ευθεία (ε) εφάπτεται στον κύκλο.

• αν ( ) Rε,Kd >  η ευθεία είναι

εξωτερική του κύκλου και δεν

έχουν κανένα κοινό σηµείο.

• αν ( ) Rε,Kd =  η ευθεία

εφάπτεται στον κύκλο.

• αν ( ) Rε,Kd <  η ευθεία

τέµνει τον κύκλο σε δύο

σηµεία.

• Όταν ένας κύκλος κέ-

ντρου ( )0 0K x , y  και ακτί-

νας R εφάπτεται στον άξο-

να  x΄x ισχύει 0y R=

• Όταν ένας κύκλος κέντρου

( )0 0K x , y  και ακτίνας R εφάπ-

τεται στον άξονα y΄y ισχύει

0x R=

• Όταν ένας κύκλος κέντρου

( )0 0K x , y και ακτίνας R ε-

φάπτεται και στους δύο άξο-

νες τότε 0 0x y R= =
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Παράδειγµα 1

Να βρείτε τη σχετική θέση των κύκλων C
1
  και  C

2
 σε καθεµία απο τις :

α. ( ) ( ) 41y2x:Cκαι9yx:C
22

2

22

1
=−++=+

β. ( ) ( )2 22 2
1 2C : x 3 y 4 C : x y 6 1+ + = και + + =

Λύση

α. Ο C
1
 έχει κέντρο ( )0,0K

1
 και ακτίνα 3R

1
=  και ο

C
2
  έχει κέντρο ( )1,2K

2
−  και ακτίνα 2R

2
= .

Η απόσταση των δύο κέντρων είναι

( ) 5KKd
21

= . Οπότε

2121
RRdRR +<<−

δηλαδή οι κύκλοι τέµνονται σε δύο σηµεία.

β. Είναι ( ) ( )1 1 2 2K 3,0 R 2, K 0, 6 R 1− = − =
( βλέπε σχήµα )

Εποµένως ( )1 2d K K 9 36 45= + =  και

3RR
21
=+ . Οπότε 1 2d R R> +  και οι κύκλοι δεν έχουν κοινά σηµεία (είναι ξένοι  µετα-

ξύ τους) .

Παράδειγµα 1

Θεωρούµε έναν πληθυσµό απο 1999 µυρµήγκια. Κάθε µυρµήγκι χαρακτηρίζεται από

έναν αριθµό n = 1, 2, 3, ......., 1999 και κινείται επάνω στο καρτεσιανό επίπεδο Οxy

διαγράφοντας µια τροχιά µε εξίσωση: ( ) ( )1yxn2y1x 22 −+=+− (1)

Για να βρούµε τη σχετική θέση δύο κύκλων συγκρίνουµε το µήκος της διακέ-

ντρου µε το άθροισµα ή τη διαφορά των ακτινών τους. Στη σελίδα 99 αναφέρο-

νται οι διάφορες περιπτώσεις.

Κατηγορία - Mέθοδος   5

Παραµετρική εξίσωση κύκλου.

Για να δείξουµε ότι µια “οικογένεια” κύκλων διέρχεται από το ίδιο σηµείο µετα-

τρέπουµε την εξίσωση σε πολυώνυµο ως προς την παράµετρο και εξισώνουµε

τους συντελεστές µε το µηδέν.

Κατηγορία - Mέθοδος   6
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Να δείξετε ότι:

α. Η τροχιά κάθε µυρµηγκιού είναι κύκλος και να βρεθούν οι συντεταγµένες του

κέντρου του

β. Κατά την κίνηση τους όλα τα µυρµήγκια διέρχονται από ένα σταθερό σηµείο Α

(που είναι η φωλιά τους). Ποιες είναι οι συντεταγµένες του σηµείου Α;

γ. Οι τροχιές όλων των µυρµηγκιών  εφάπτονται της ευθείας 01-yx:ε =+  στο ση-

µείο Α.

(Θέµα Πανελληνίων).

Λύση

α. Μετασχηµατίζουµε τη σχέση (1).

(1) 2 2x 2x 1 y 2nx 2ny 2n⇔ − + + = + − ⇔ ⇔=++−−−+ 01n2ny2nx2x2yx 22

( ) ( ) 01n2yn2n22xyx 22 =++−+−−++

Η τελευταία σχέση είναι της µορφής 2 2x y Ax By 0+ + + +Γ =  η οποία παριστάνει κύκλο

όταν 0Γ4ΒΑ 22 >−+ . Έχουµε ( ) ( ) ( )=+−−+−−=−+ 1n24n2n22Γ4ΒΑ
2222

0n84n8n4n4n84 222 >=−−+++

Εποµένως η (1) παριστάνει κύκλο µε κέντρο 




 −−

2

B
,

2

A
K  δηλαδή ( )n,n1K +  και ακτίνα

2

Γ4BA
R

22 −+
=  δηλαδή 

28n
R 2 n

2
= = (2)

β. Η (1) παριστάνει 1999 κύκλους αφού n = 1, 2, ..., 1999 και θέλουµε να δείξουµε ότι όλοι

διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

i. Μετασχηµατίζουµε την  (1) σε πολυώνυµο ως προς την παράµετρο.

Έχουµε ( ) ( ) 0y1x1yxn2)1( 22 =−−−−+⇔

ii. Εξισώνουµε τους συντελεστές µε το 0 και υπολογίζουµε τα x, y:

( )
0y,1x

0y1x

και

01yx

22

==⇔








=+−

=−+

Άρα η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλους που διέρχονται όλοι από το Α(1, 0) για κάθε τιµή

του n.

γ.  Για να δείξουµε ότι η ευθεία (ε) εφάπτεται σε όλους τους κύκλους, αρκεί να δείξουµε

ότι το κέντρο οποιουδήποτε κύκλου απέχει από την ευθεία απόσταση ίση µε την ακτίνα
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του κύκλου, δηλαδή d(K, ) Rε =  . Αλλά ( ) 1 n n 1 2n
d K, 2 n

2 2

+ + −
ε = = =

και n2R = (λόγω της (2))

Εποµένως όλοι οι κύκλοι που παριστάνει η (1) εφάπτονται στην ευθεία 01yx =−+ .

Παράδειγµα 1

Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που εφάπτεται στον κύκλο 
2 2x + y = 1  και διέρχεται

από το σηµείο )A(1, 3  .

Λύση

Έστω ( ) : y x kε = λ +  η ζητούµενη ευθεία, τότε επειδή το A ( )∈ ε , θα ισχύει: 3 k= λ +    (1)

Πρέπει: 2 2

2

0 0 k
d(O, ) 1 1 k 1

1

λ ⋅ − +
ε = ⇔ = ⇔ = + λ

λ +
( 2)

 Η (2) γράφεται, (λόγω της (1)):

2 2 3
( 3 ) 1 2 3 2

3
−λ = λ + ⇔ − ⋅λ = − ⇔ λ =

Τότε είναι:
3 2 3

k 3
3 3

= − = , οπότε η εφαπτοµένη του κύκλου είναι η:

3 2 3
y x

3 3
= +

Η κάθετη ευθεία (η): x = 1 που διέρχεται από το Α και δεν περιγράφεται από την εξίσωση

Πώς βρίσκουµε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων ενός κύκλου (c) µε κέντρο

Κ (x
0
, y

0
) και  ακτίνα ρ που διέρχονται από σηµείο Ρ ( x

1 
, y

1  
)

Γράφουµε  τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σηµείο Ρ(x
1
, y

1 
) που

είναι: 1 1y - y (x - x ), R= λ λ∈  ( ε )   και   1x x=  ( κ )

Πρώτον  εξετάζουµε αν η 1x = x  εφάπτεται στον κύκλο (c), δηλαδή αν το σύστηµα των

(c) και ( κ ) έχει διπλή λύση.

∆εύτερον απαιτούµε οι ευθείες (ε) να εφάπτονται στον (c), δηλαδή να ισχύει: d (K, ε)=ρ

(απόσταση του κέντρου Κ από την  ευθεία (ε)), οπότε προσδιορίζουµε το λ,και εποµένως

τις εφαπτόµενες (ε)).

Κατηγορία - Mέθοδος   7
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y = λx + k πρέπει να εξετάζεται, µήπως είναι εφαπτοµένη του κύκλου. Εδώ προφανώς η

ευθεία x = 1 είναι εφαπτοµένη, αφού η απόσταση του κέντρου του κύκλου από αυτήν ισούται

µε την ακτίνα του κύκλου.

Παράδειγµα 1

Να βρεθεί η εφαπτοµένη του κύκλου 2 2x + y = 1 , που διέρχεται από το σηµείο )A(1, 3 .

Λύση

Για το σηµείο επαφής Β (x
0
, y

0
) ισχύει: 2 2

0 0x y 1+ =    (1)

Είναι  ( )
00

y,xKB =
→

 και ( )3y,1xAB
00
−−=

→

Επειδή 0ABKBABKB =⋅⇔⊥
→→→→ ( ) ( ) 03yy1xx

0000
=−⋅+−⋅⇔

2 2
0 0 0 0x y x 3 y 0⇔ + − − = ⇔ 0 0x y 3 1+ = (2)   ( 2 2

0 0x y 1+ =   ).

Με αντικατάσταση του 0x  από την (1) στην (2) παίρνουµε:

2 2 2
0 0 0 0 0 0 0(1 y 3) y 1 4y 2 3 y 0 2y (2y 3) 0 y 0− + = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ =  ή  0

3
y

2
= .

Για 0y 0=  είναι 0x 1=  και για 0
3

y
2

=  είναι 0
1

x
2

= −  .

Έχουµε εποµένως δύο σηµεία επαφής, τα: Β (1, 0)  και 
1 3

B ,
2 2

 
′ −   

.

Άρα, υπάρχουν δύο εφαπτόµενες που έχουν εξισώσεις:

AB :x 1=  και 

3
3

2AB :y 3 (x 1)
1

1
2

−
′ − = − ⇔

− −
3y 3x 2 3 3x 3y 2 3 0= + ⇔ − + = .

Ένας άλλος τρόπος για να προσδιορίσουµε την εξίσωση

εφαπτοµένης κύκλου, που διέρχεται από γνωστό σηµείο

Α (x
1
, y

1
) είναι ο εξής:

Προσδιορίζουµε το σηµείο επαφής Β (x
0
, y

0
) και στη συνέχεια

γράφουµε την εξίσωση της ΑΒ. Για να προσδιορίσουµε τα x
0
,

y
0
 χρειαζόµαστε δύο εξισώσεις. Η πρώτη προκύπτει αµέσως,

αφού το Β ανήκει στον κύκλο (c), άρα τα x
0 
,y

0 
 επαληθεύουν

την εξίσωση του κύκλου (c). Η δεύτερη εξίσωση προκύπτει

από τη σχέση:

→ →
⋅KB AB = 0 , αφού είναι 

→ →
KB AB⊥ .

Κατηγορία - Mέθοδος   8
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Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

∆ίνεται ο κύκλος C: x2 + y2 - 4x + 1 = 0. Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης λ της

ευθείας που διέρχεται από την αρχή των αξόνων έτσι ώστε η ευθεία ε να τέµνει τον

κύκλο.

Λύση

Επειδή η ευθεία ε διέρχεται από την αρχή των αξόνων θα είναι της µορφής

:  y x x y 0ε = λ ⇔ λ − =
Έχουµε:

 ( ) ( ) ( )222 2 2 2 2x y 4x 1 0 x 4x 4 y 3 x 2 y 3+ − + = ⇔ − + + = ⇔ − + = .

Άρα το κέντρο του κύκλου C είναι το  ( )2,0Κ   και η ακτίνα του 3ρ = .

Για να τέµνει η ευθεία τον κύκλο θα πρέπει η απόσταση του κέντρου του κύκλου από την

ευθεία να είναι µικρότερη από την ακτίνα ρ.

∆ηλαδή: ( )
2

2 2 2
22

2 0 4
d K, 3 3 4 3 3 3

11

3 3 3

λ − λε < ρ⇔ < ⇔ < ⇔ λ < λ + ⇔ λ < ⇔
λ +λ +

⇔ λ < ⇔ − < λ <

Άρα οι ζητούµενες τιµές για το λ είναι 3 3− < λ < .

Άσκηση 2

Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου µε κέντρο την αρχή των αξόνων που εφάπτεται στην

ευθεία ε: x + y = 1.

Λύση

Ο κύκλος έχει κέντρο του την αρχή των αξόνων,οπότε θα είναι της µορφής : 2 2 2x y+ = ρ .

Για να εφάπτεται η ευθεία ε στον κύκλο  πρέπει η απόσταση του κέντρου Ο του κύκλου από

την ευθεία να είναι ίση µε την ακτίνα του κύκλου. ∆ηλαδή:

( )
2 2

0 0 1 1 2
d O,

221 1

+ −
ε = ρ⇔ = ρ⇔ ρ = ⇔ ρ =

+
.

Άρα η ζητούµενη εξίσωση του κύκλου είναι 
2 2 1

x y
2

+ = .

Άσκηση 3

Να βρεθεί η εξίσωση της κοινής χορδής των κύκλων ( ) ( )2 2

AC :  x 1 y 3 4− + − =  και

( ) ( )2 2

BC :  x 2 y 1 2− + − =  .

Λύση

Έστω  ( )M x, y  ένα κοινό σηµείο των  κύκλων µε εξίσωση AC  και BC . Αφού το Μ είναι
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κοινό σηµείο των δύο κύκλων ,είναι προφανές ότι  οι συντεταγµένες του θα επαληθεύουν

τις εξισώσεις και των δύο κύκλων. ∆ηλαδή :

( ) ( )2 2
x 1 y 3 4− + − =   και  ( ) ( )2 2

x 2 y 1 2− + − =
Με αφαίρεση κατά µέλη των δύο σχέσεων προκύπτει:

( )2 2 2 2

2 2 2 2

x 2x 1 y 6y 9 x 4x 4 y 2y 1 4 2

x 2x 1 y 6y 9 x 4x 4 y 2y 1 4 2

2x 4y 5 2 2x 4y 3 0

− + + − + − − + + − + = − ⇔

⇔ − + + − + − + − − + − = − ⇔
⇔ − + = ⇔ − + =

Η σχέση όµως στην οποία καταλήξαµε παριστάνει ευθεία και επιπλέον επαληθεύεται από

τις συντεταγµένες των κοινών σηµείων των δύο κύκλων. Άρα η ζητούµενη εξίσωση της

κοινής χορδής των δύο κύκλων είναι η ευθεία 2x 4y 3 0− + = .

Άσκηση 4

Να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του παρακάτω κύκλου: 2 2C :  x y 4x 6y 12 0+ − + + = .

Λύση

Θα λύσουµε την άσκηση µε δύο τρόπους:

α΄ τρόπος: (µε εφαρµογή των σχετικών τύπων)

Η εξίσωση είναι της µορφής 2 2x y Ax By 0+ + + + Γ =  , Α, Β, Γ R∈

Άρα παριστάνει κύκλο µε κέντρο ,
2 2

Α Β Κ − −  
, δηλαδή  ( )2, 3Κ −  και ακτίνα

2 2 4

2

Α +Β − Γρ =  δηλαδή 1ρ = .

β΄ τρόπος: (µε συµπλήρωση τετραγώνων)

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

x y 4x 6y 12 0 x 4x y 6y 12

x 2 2x 2 y 2 3y 3 12 2 3

x 2 y 3 1

+ − + + = ⇔ − + + = − ⇔

− ⋅ + + + ⋅ + = − + + ⇔

⇔ − + + =

Άρα παριστάνει κύκλο µε κέντρο ( )K 2, 3−   και ακτίνα 1ρ =  .

 Άσκηση 5

∆είξτε ότι ο κύκλος 2 2
1(c ) : x + y - 2x - 4y - 4 = 0  εφάπτεται εξωτερικά του κύκλου

2 2
2(c ) : x + y - 8x -12y + 48 = 0  και βρείτε το σηµείο επαφής.

Λύση

Ο κύκλος (c
1
) έχει κέντρο Κ (1, 2) και ακτίνα ρ

1
 = 3. Ο κύκλος (c

2
) έχει κέντρο Λ (4, 6) και

ακτίνα ρ
2
 = 2.
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Είναι  2 2(4 1) (6 2) 25 5ΚΛ = − + − = =
����

 και 1 2 2 3 5ρ +ρ = + = , δηλαδή  1 2KΛ = ρ +ρ
����

που σηµαίνει ότι οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά.

Οι συντεταγµένες του σηµείου επαφής, έστω Α, προκύπτουν από τη λύση του συστήµατος:

2 2

2 2

x y 2x 4y 4 0 (1)

x y 8x 12y 48 0 (2)

 + − − − =


+ − − + =

Με αφαίρεση κατά µέλη των (1), (2) παίρνουµε: 6x 8y 52 0 3x 4y 26 0+ − = ⇔ + − =    (3)

Η  ευθεία µε εξίσωση 3x + 4y - 26 = 0 είναι η κοινή εφαπτοµένη των δύο κύκλων.

Είναι
3x 26

y
4

− += , οπότε από την (1) έχουµε:

2 2
2 3x 26 3x 26 14 14

x 2x 4 4 0 x 0 x
4 4 5 5

− + − +     + − − − = ⇔ − = ⇔ =          
.

Για 
5

14
x = προκύπτει  

22
y

5
= . Άρα το σηµείο επαφής είναι το 

14 22
A ,

5 5
 
  

 .

Άσκηση 6

∆ίνεται ο κύκλος C µε κέντρο ( )0 0K x , y  και ακτίνα R. Έστω ( )1 1A x , y  σηµείο του

κύκλου. Να δείξετε, ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης του κύκλου σε σηµείο του Α είναι:

( )( ) ( )( ) 2
0 1 0 0 1 0x x x x y y y y R− − + − − =

Λύση

Έστω (ε) η εφαπτοµένη στο Α και ( )M x, y  τυχαίο σηµείο της.

Είναι ( )1 0 1 0KA x x , y y= − −
����

 και ( )1 1AM x x , y y= − −
�����

Επειδή KA AM⊥
���� �����

 ισχύει: KA·AM 0= ⇔
���� �����

( )( ) ( )( )1 1 0 1 1 0x x x x y y y y 0⇔ − − + − − =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 0 1 0 1 0x x x x x x y y y y y y 0   ⇔ − − − − + − − − − =   
(προσθέσαµε και αφαιρέσαµε στην πρώτη παρένθεση το x

0
 και στην τρίτη παρένθεση το y

0
).

( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2
0 1 0 1 0 0 1 0 1 0x x x x x x y y y y y y 0⇔ − − − − + − − − − =

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
0 1 0 0 1 0 1 0 1 0x x x x y y y y x x y y⇔ − − + − − = − + − (1).

O κύκλος C έχει εξίσωση ( ) ( )2 2 2
0 0x x y y R− + − = .

Επειδή το Α είναι σηµείο του κύκλου, οι συντεταγµένες του επαληθεύουν την εξίσωση του.

Έτσι    ( ) ( )2 2 2
1 0 1 0x x y y R− + − = (3)
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Η (2) µε βάση την (3) γράφεται:

( )( ) ( )( ) 2
0 1 0 0 1 0x x x x y y y y R− − + − − = , που είναι η εξίσωση της εφαπτοµένης του κύ-

κλου στο σηµείο του ( )1 1A x , y .

Άσκηση 7

Με πλευρές τις κάθετες πλευρές ορθογωνίου τριγώνου, κατασκευάζουµε έξω από αυτό

τα τετράγωνα ΑΒ∆Ε και ΑΓΖΗ. Να δείξετε ότι:

α. Τα σηµεία Α, ∆, Ζ είναι συνευθειακά

β. Ο περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου ΑΒΓ διέρχεται από το µέσον της ∆Ζ.

Λύση

Όταν έχουµε ένα γεωµετρικό πρόβληµα στο οποίο δε µας δίνονται συντεταγµένες σηµεί-

ων, ούτε εξισώσεις ευθειών ή άλλων γραµµών, συνηθίζουµε να εργαζόµαστε ως εξής:

Ι. Εκλέγουµε σύστηµα αξόνων θεωρώντας ως αρχή ένα σηµείο του σχήµατος µας.

ΙΙ. Θέτουµε συντεταγµένες στα σηµεία του σχήµατος

ΙΙΙ. Τα δεδοµένα της άσκησης καθώς και τα ζητούµενα τα εκράζουµε συναρτήσει αυτών

των συντεταγµένων.

Έτσι στο συγκεκριµένο πρόβληµα επιλέγουµε οι άξονες

να περιέχουν τις πλευρές του ορθογωνίου τριγώνου και η

αρχή των αξόνων να είναι η κορυφή Α. (όπως στο σχή-

µα).

Στο σηµείο Γδίνουµε συντεταγµένες (γ, 0), αφού ανήκει

στον άξονα x΄x. ∆εδοµένου ότι το ΑΓΖΗ είναι τετράγω-

νο, τα σηµεία Ζ και Η έχουν συντεταγµένες (γ, -γ) και

 (0, -γ) αντίστοιχα.

Με την ίδια λογική εργαζόµενοι, δίνουµε συντεταγµένες και

στα σηµεία Β, ∆, Ε και έχουµε ( )B 0,β , ( ),0Ε −β  και

( ),∆ −β β .

α. Τα σηµεία Ζ και ∆ ανήκουν στην ευθεία y x= −  (αφού επαληθεύουν την εξίσωσή της).

Αυτή ως γνωστόν διέρχεται από την αρχή Α των αξόνων. Εποµένως τα σηµεία Ζ, Α και

∆ είναι συνευθειακά.

β. Το Κ είναι µέσον του ∆Ζ, εποµένως έχει συντεταγµένες ,
2 2

γ −β β− γ 
  

.

Ο περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου ΑΒΓ έχει κέντρο Λ το µέσο της υποτείνουσας

ΒΓ (αφού η γωνία Α είναι ορθή και είναι εγγεγραµµένη στον κύκλο, γνωρίζουµε ότι

βαίνει σε ηµικύκλιο).

Έχουµε ,
2 2

γ β Λ  
.

Η ακτίνα του κύκλου αυτού είναι 
( ) 2 2

R
2 2

ΒΓ β + γ
= = .
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Εποµένως η εξίσωση του κύκλου είναι:

2 2 2 2

C : x y
2 2 4

γ β β + γ   − + − =      
Θα εξετάσουµε αν το µέσον της ∆Ζ, το Κ, επαληθεύει την εξίσωση του κύκλου.

Έχουµε: 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 4 4 4 4

γ −β γ β− γ β β + γ β γ β + γ   − + − = ⇔ + =      
 που ισχύει.

Εποµένως ο περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου ΑΒΓ διέρχεται από το µέσον της

∆Ζ.

Άσκηση 8

Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου των οποίων ο λόγος των

αποστάσεων από τα σταθερά σηµεία ( )2,0Α  και ( )2,0Β −  είναι C (σταθερός) και διά-

φορος της µονάδας.

Λύση

Έστω ( )x, yΜ  τυχαίο σηµείο του γεωµετρικού τόπου.

Είναι 
( )
( )

( )
( )

2 2

2 2

x 2 yd M, A
C C

d M, B x 2 y

− +
= ⇔ = ⇔

+ +
( ) ( )2 22 2 2x 2 y C x 2 y − + = + + ⇔ 

2 2 2 2 2 2 2 2x 4x 4 y C x 4C x 4C C y− + + = + + + ⇔
2 2 2 2 2 2 2 2C x x C y y 4C x 4x 4C 4 0− + − + + + − = ⇔

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2C 1 x C 1 y 4C 4 x 4C 4 02− + − + + + − = .

Επειδή ( )2C 1 0 C 1− ≠ ≠ , διαιρούµε και τα δύο µέλη µε 2C 1−  και έχουµε:

( )22
2 2

2 2

4 C 14C 4
x y x 0

C 1 C 1

−++ + + =
− −

( )2

2 2
2

4 C 1
x y x 4 0

C 1

+
⇔ + + + =

−
(1)

Η τελευταία εξίσωση είναι της µορφής 2 2x y Ax By 0+ + + +Γ =  και παριστάνει κύκλο

όταν 2 2 4 0Α +Β − Γ > .

Είναι 
( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 22 2 2

2 2
2 22 2

16 C 1 16 C 1 16 C 1
4 16

C 1 C 1

+ + − −
Α +Β − Γ = − =

− −

         

( )
( ) ( )

4 2 4 2 2

2 22 2

16 C 2C 1 C 2C 1 16·4C
0

C 1 C 1

+ + − + −
= = >

− −
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Εποµένως η (1) παριστάνει κύκλο µε κέντρο 
( )2

2

2 C 1A B
K , ,0

2 2 C 1

 +   − − = −   −   
 και

ακτίνα 
2 2

2

A B 4 4C
R

2 C 1

+ − Γ= =
−

.

∆. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων του κύκλου 2 2C :  x y 4+ =  που είναι παράλ-

ληλες στην ευθεία :  x y 0δ + = .

(Απ.: x y 2 2 0+ − =  και x y 2 2 0+ + = )

2. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου, ο οποίος είναι εγγεγραµµένος στο τρίγωνο που

σχηµατίζει η ευθεία : x y 6 0ε + − =   µε τους άξονες x x′   και y y′ .

(Απ.: ( ) ( ) ( )2 2 2

x 6 3 2 y 6 3 2 6 3 2− + + − + = −  )

3. Να αποδειχθεί ότι οι κύκλοι ( )2 2
1C :  x 2 y 4− + =   και  2 2

2C :  x 2x y 0− + =  εφάπτονται

εσωτερικά.

4. Να βρεθεί η αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι οµόκεντροι οι κύκλοι:

2 2
1 1 1 1C :  x y A x B y 0+ + + + Γ =   και  2 2

2 2 2 2C :  x y A x B y 0+ + + + Γ = .

(Απ.: 
1 2

1 2

A A

B B

 = 
  = 

)

5. Να δειχθεί ότι η εξίσωση 2 2C :  x y x 0+ + λ =   παριστάνει κύκλο για κάθε 
*Rλ∈ . Να

βρεθεί η γραµµή πάνω στην οποία βρίσκονται τα κέντρα αυτών των κύκλων.

(Απ.: y 0= )

6. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το σηµείο ( )K 3,1−  και εφάπτεται

στηνευθεία :  4x 3y 5 0ε − + = .

(Απ.: ( ) ( )2 2 2x 3 y 1 2+ + − = )

7. ∆ίνεται ο κύκλος ( )2 2C :  x 1 y 4− + =  . Να βρείτε τιςεξισώσεις των εφαπτοµένων του

κύκλου C που διέρχονται από το σηµείο ( )M 3,3 .

(Απ.: x 3=   και 5x 12y 21 0− + = )
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8. Να βρείτε τις εξισώσεις των κύκλων, οι οποίοι εφάπτονται στον κύκλο µε εξίσωση

2 2x y 25+ = στο σηµείο ( )M 3,4   και έχουν ακτίνα 10 .

(Απ.: ( ) ( )2 2
x 9 y 12 100− + − =  και ( ) ( )2 2

x 3 y 4 100+ + + = )

9. Από το σηµείο ( )M 3,2   φέρνουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα ΜΑ, ΜΒ προς τον

κύκλο 2 2C :  x y 2+ =  . Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ΑΒ.

(Απ.: 3x 2y 2+ = )

10. Να βρεθεί η εξίσωση της κοινής χορδής δύο κύκλων µε κέντρα ( )K 1,2  , ( )3,1Λ   και

ακτίνες 3 και 2 αντίστοιχα.

(Απ.: 2x y 5 0− − = )

Ε. ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

α. Να εξετάσετε αν η οικογένεια των ευθειών:

( ) ( ) 01λ43λ-2λyx1λ:ε 22 =−−+−

διέρχεται από το ίδιο σηµείο του επιπέδου για κάθε Rλ∈ .

β. Να καθορίσετε το µέρος του επιπέδου από κάθε σηµείο του οποίου διέρχονται δύο ευθείες

της οικογένειας (ε).

γ. Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου που είναι τέτοια ώστε οι

ευθείες (ε) που διέρχονται από το Μ να τέµνονται κάθετα.

(Υπ.: β.  Να µετασχηµατίσετε την (1) σε εξίσωση δευτέρου βαθµού ως προς λ. Ζητάµε τα ζεύγη (x,y)

για τα οποία η δευτεροβάθµια έχει ρίζες πραγµατικές και άνισες.

γ.  Θεωρείστε δύο ευθείες από τις (1) για λ = λ
1
 , λ = λ

2
 και χρησιµοποιείστε ότι το γινόµενο των

συντελεστών διεύθυνσης των θεωρούµενων ευθειών είναι ίσο µε  –1)
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Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Ορισµός

Παραβολή είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ του επιπέδου τα οποία ισαπέχουν

από µια σταθερή ευθεία (δ) που λέγεται διευθετούσα της παραβολής και από ένα σταθερό

σηµείο Ε που λέγεται εστία της παραβολής. Τα σηµεία που ικανοποιούν την προηγούµενη

ιδιότητα ανήκουν σε µια καµπύλη που φαίνεται στα επόµενα σχήµατα.

Εξίσωση παραβολής και γραφική παράσταση

1. Με  κορυφή ( )0,0Ο ,εστία 
p

E ,0
2
 
  

 , και διευθετούσα 
p

:  x
2

δ = −       2y 2px=

2. Με κορυφή ( )0,0Ο , εστία 
p

E 0,
2

 
  

, και διευθετούσα  
p

:  y
2

δ = −         2x 2py=
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Εφαπτοµένη της παραβολής  2y 2px=  στο  σηµείο ( )1 1 1M x , y :    ( )1 1yy p x x= +

Εφαπτοµένη της παραβολής  2x 2py=  στο  σηµείο ( )1 1 1M x , y :    ( )1 1xx p y y= +

Μνηµονικός κανόνας για την εξίσωση της εφαπτοµένης  παραβολής:

 Έστω ότι αναζητούµε την εξίσωση της εφαπτοµένης της παραβολής   2y 2px= στο σηµεί-

ο ( )1 1M x , y  .

Εκτελούµε τα εξής:

α. Γράφουµε την εξίσωση της παραβολής :  2y 2px=   (1)

β. Επειδή 
2y y y= ⋅   και 2x x x= +    αντικαθιστώντας στην (1) έχουµε : ( )y y p x x⋅ = +

γ. Στο δεύτερο y και x θέτουµε  1y  και  1x  αντίστοιχα και παίρνουµε : ( )1 1y y p x x⋅ = +
που είναι και η ζητούµενη εξίσωση.

Οµοίως εργαζόµαστε και στην περίπτωση της παραβολής 
2x 2py=

Ανακλαστική ιδιότητα της παραβολής

Η κάθετη στην εφαπτοµένη µιας παραβολής στο σηµεί-

ο  επαφής Μ διχοτοµεί τη γωνία που σχηµατίζουν η

ηµιευθεία ΜΕ  και η ηµιευθεία ΜΖ, που είναι οµόρροπη

της ΟΕ, όπου Ε είναι η εστία της παραβολής.

Η ιδιότητα αυτή της παραβολής έχει πολλές εφαρµογές

στην καθηµερινή ζωή, π.χ στα παραβολικά τηλεκόπια,

στα ραντάρ,στα φανάρια των αυτοκινήτων κ.λ.π.
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B.    ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα  1

Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής µε κορυφή το ( )0,0 , στις παρακάτω περιπτώσεις:

α. Έχει άξονα συµµετρίας τον y΄y και διέρχεται από το σηµείο ( )2,2   .

β. Έχει εστία ( )E 2,0−   και διευθετούσα :  x 2 0δ − =  .

γ. Έχει άξονα συµµετρίας τον x΄x και εφάπτεται της ευθείας  y 4x 1= + .

Λύση

α.  Αφού η παραβολή έχει άξονα συµµετρίας τον  y΄y  και κορυφή το ( )0,0   θα είναι της µορφής:

2x 2py= . Επειδή διέρχεται από το σηµείο ( )2,2 ισχύει :

  22 2p 2 p 1= ⋅ ⇔ = . Άρα  2C :  x 2y= .

β.  Είναι 
p

2 p 4
2
= − ⇔ = − . Άρα  2C :  y 8x= − .

γ. Η εφαπτοµένη στο τυχαίο σηµείο της παραβολής ( x
1
 , y

1
 ) είναι

( ) ( )( )21 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1

px yp p
yy p x x y x y x ό y 2px , x , y 0

y y y 2
= + ⇔ = + ⇔ = + δι τι = ≠ .

Άρα πρέπει να ισχύουν : 1

1

yp
4 1

y 2
= και = , δηλαδή

1y 2 p 8= και = , οπότε  η ζητούµενη εξίσωση της παραβολής   είναι 2C :  y 16x= .

Για να προσδιορίσουµε την εξίσωση παραβολής , απο τα δεδοµένα βρίσκουµε την παρά-

µετρο  p.

Κατηγορία - Mέθοδος   1

Κατηγορία - Mέθοδος   2

Όταν θέλουµε να βρούµε τη σχετική θέση µιας ευθείας µε εξίσωση y x , 0∗= α +β α ≠ και

µιας παραβολής ( )2 2y 2px ή x 2py= = επιλύουµε το σύστηµα που σχηµατίζουν.

Θα οδηγηθούµε σε εξίσωση δευτέρου βαθµού.  ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :

• Αν η διακρίνουσα 0∆ >  , τότε το σύστηµα µας έχει δύο λύσεις και στην περίπτωση

που και οι δύο είναι αποδεκτές η ευθεία τέµνει την παραβολή σε δύο σηµεία.

• Αν η διακρίνουσα 0∆ = , τότε το σύστηµα έχει µία λύση και η ευθεία εφάπτεται της

παραβολής.

• Αν η διακρίνουσα 0∆ < , τότε το σύστηµα δεν έχει καµία λύση και η ευθεία δεν έχει κοινό

σηµείο µε την παραβολή.



126. Παραβολή

* Παρατήρηση:

Aν α = 0 η ευθεία είναι της µορφής y = β και τέµνει την παραβολή

2y 2px= σε ένα σηµείο χωρίς όµως να εφάπτεται σε αυτήν.

Αναφέρουµε για παράδειγµα την παραβολή  2y 4x=  και την

ευθεία y 1=

Παράδειγµα  1

α. Να αποδείξετε ότι η ευθεία x y 1 0+ + =  και η παραβολή 2y 2x= δεν έχουν κανέ-

να κοινό σηµείο.

β. Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής µε κορυφή το ( )0,0 , που έχει άξονα συµµετρίας

τον Οx και εφάπτεται στην ευθεία y 4x 1= + .

Λύση

α. Αρκεί να αποδείξουµε ότι το σύστηµα που σχηµατίζουν οι δύο εξισώσεις είναι αδύνατο:

( )22 2

x y 1x y 1 0 x y 1

y 2 y 1y 2x y 2y 2 0

= − −+ + = = − − ⇔ ⇔  = − −= + + = 

Όµως η εξίσωση 2y 2y 2 0+ + =   έχει διακρίνουσα 4 0∆ = − <  άρα είναι αδύνατη και

κατά συνέπεια και το σύστηµα είναι αδύνατο. Εποµένως η ευθεία x y 1 0+ + =   και η

παραβολή 2y 2x= δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο.

β. Αφού η παραβολή έχει άξονα συµµετρίας τον Οx και κορυφή το ( )0,0   θα έχει εξίσωση

της µορφής 2y 2px= .

Λύνουµε το σύστηµα των εξισώσεων της παραβολής και της ευθείας.

2 2 2
2

y 1
y 2p 2y py p 2y py p 0 (1)

y 2px 4
y 1 y 1y 1y 4x 1 x xx 4 44

−  = = − − + = =   ⇔ ⇔ ⇔   − −−= + = =   =  

Επειδή η ευθεία εφάπτεται στην παραβολή πρέπει η εξίσωση (1) να έχει διπλή λύση και

αυτό συµβαίνει όταν και µόνον όταν, έχει διακρίνουσα  ∆ = 0.

Είναι   2 p 0 ί
0 p 8p 0

p 8

= απορρ πτεται
∆ = ⇔ − = ⇔  =

Οπότε η ζητούµενη εξίσωση της παραβολής θα είναι 2C :  y 16x= .
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Παράδειγµα  1

Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της παραβολής 2C :  y 3x=   που είναι παράλληλη

στην ευθεία  :  2x y 2003 0δ − + = .

Λύση

Έστω ( )1 1M x , y   το σηµείο επαφής. Τότε η εφαπτοµένη της  2C :  y 3x=  στο Μ θα είναι:

( ) ( )1 1 1
1

3 3
:  yy x x y x x

2 2y
ε = + ⇔ = +   (1) , µε 

1

3

2yελ =  ( 1y 0≠  ).

Όµως  1
1

3 3
2 y

2y 4ε δε δ ⇔ λ = λ ⇔ = ⇔ =� .

Επειδή το σηµείο Μ είναι σηµείο της παραβολής ισχύει:
2

2
1 1 1 1 1

3 9 3
y 3x 3x 3x x

4 16 16
 = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

Οπότε η (1) γράφεται :

3 3 3
y x y 2x 8y 16x 3 16x 8y 3 0

3 16 8
2

4

 = + ⇔ = + ⇔ = + ⇔ − + =    
  

Άρα η ζητούµενη εξίσωση της εφαπτοµένης είναι η 16x 8y 3 0− + = .

Για να προσδιορίσουµε την εξίσωση εφαπτοµένης της πα-

ραβολής 2y 2px=  ή ( )2x 2py= , γράφουµε την εξίσωση

της εφαπτοµένης  στο τυχαίο σηµείο της έστω

( )1 1 1M x , y πουείναι: ( )1 1yy p x x= + ή ( )( )1 1xx p y y= + .

Στη συνέχεια προσδιορίζουµε τα 1 1x , y . Αφού έχουµε δύο

αγνώστους χρειαζόµαστε δύο εξισώσεις.

Η µια είναι πάντοτε η: 2
1 1y 2px=  ή ( )2

1 1x 2py=  αφού το

σηµείο ( )1 1M x , y  ανήκει στην παραβολή. Η δεύτερη εξίσωση µε τα 1 1x , y  προκύπτει

εύκολα από τα δεδοµένα του προβλήµατος.

Κατηγορία - Mέθοδος   3
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Παράδειγµα 1

Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της παραβολής  2C :  y 8x=  οι οποίες διέρχονται από το

σηµείο ( )A 2,3− και να αποδείξετε ότι είναι κάθετες µεταξύ τους.

Λύση

Έστω ( )1 1M x , y   το σηµείο επαφής µιας εφαπτοµένης

ε της C. Η εξίσωση της εφαπτοµένης της C στο Μ είναι:

( ) ( )1 1:  yy 4 x xε = +
Όµως

( ) ( )1 1 1 1A 3y 4 2 x 3y 8 4x∈ ε ⇔ = − + ⇔ = − + ⇔

⇔ 1 14x 3y 8− =    (1)

Γνωρίζουµε επίσης ότι  2
1 1M C y 8x∈ ⇔ =    (2)

Για να εντοπίσουµε τις συντεταγµένες των σηµείων

επαφής θα επιλύσουµε το σύστηµα που σχηµατίζεται από τις  (1) και  (2)  :

Πως βρίσκουµε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων που διέρχονται από γνωστό σηµείο

Ρ (x
0
, y

0
) πρoς την παραβολή µε εξίσωση   y2 = 2px.

α΄ τρόπος

Γράφουµε την εξίσωση της εφαπτοµένης στο τυχαίο σηµείο (x
1
, y

1
) της παραβολής

που είναι yy
1
 = p(x + x

1
)  ( 1 ) και απαιτούµε να διέρχεται από το σηµείο Ρ (x

0
, y

0
).

Τότε ισχύουν : 

( )0 1 0 1

2
1 1

y y p x x

y 2p x

 = +

 =


 αφού η (1) διέρχεται από το Ρ (x
0
, y

0
) και το (x

1
, y

1
)

ανήκει στην παραβολή.

Από το σύστηµα αυτό προσδιορίζουµε τα x
1
, y

1
, και συνεπώς την εξίσωση (1).

β΄ τρόπος

Για να προσδιορίσουµε τις εφαπτόµενες  παραβολής που διέρχονται από γνωστό

σηµείο έστω το Α(x
0
, y

0
) ,  θεωρούµε όλες τις ευθείες που διέρχονται απο αυτό το

σηµείο. Αυτές έχουν  εξισώσεις

ε
1
:   y - y

0
 = λ(x - x

0
) , λ R∈     και    ε

2
:   x = x

0

Εξετάζουµε αν το σύστηµα { }2
2y 2px,= ε έχει διπλή λύση. Αν αυτό συµβαίνει τότε

η ε
2
 είναι εφαπτοµένη.Στη συνέχεια προσδιορίζουµε το λ ώστε το σύστηµα

{ }2
1y 2px,= ε να έχει διπλή λύση. Για αυτές τις τιµές του λ η ε

1
 είναι εφαπτοµένη.

Κατηγορία - Mέθοδος   4
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2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

y 8x y 16 6y y 6y 16 0

4x 3y 8 4x 8 3y 4x 8 3y

  = = + − − =  ⇔ ⇔  
− = = + = +    

Όµως  2
1 1y 6y 16 0− − = , 100∆ =   και 1y 8=   ή  1y 2= − .

Αν 1y 8=   έχουµε:   1 1 1

1 1 1 1

y 8 y 8 y 8

4x 8 3y 4x 8 3 8 x 8

= = =  
⇔ ⇔  = + = + ⋅ =  

Αν 1y 2= −   έχουµε :   ( )
1

11

1 1 1 1

y 2y 2y 2
1

4x 8 3y 4x 8 3 2 x
2

= −= −= −   ⇔ ⇔  = + = + − =  

Άρα υπάρχουν δύο σηµεία επαφής τα  Μ
1
(8, 8)  και  2

1
M , 2

2
 −  

Στο ( )1M 8,8  η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι  ( ) x
8y 4 x 8 y 4

2
= + ⇔ = + , δηλαδή

1

x
:  y 4

2
ε = + .

Στο 2

1
M , 2

2
 −  

 η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι  
1

2y 4 x y 2x 1
2

 − = + ⇔ = − −  
,δη-

λαδή  2 :  y 2x 1ε = − −

Γνωρίζουµε ότι :  1 2 1 2 1ε ⊥ ε ⇔ λ ⋅λ = −

Για την 1ε   έχουµε : 1

1

2
λ =   και για την  2ε  έχουµε 2 2λ = −  .

Άρα  ( )1 2

1
2 1

2
λ ⋅λ = − = −  που σηµαίνει ότι οι ευθείες ε

1
 και ε

2
 είναι κάθετες µεταξύ τους.

Παράδειγµα  2

Για την παραβολή  µε εξίσωση : y2 = 4x να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων που

διέρχονται από το σηµείο ( - 1, 0 ) .

Λύση

Όλες οι ευθείες που διέρχονται από το σηµείο (-1, 0) έχουν εξισώσεις:

( )y x 1 , R x 1= λ + λ∈ και = −

Η x = -1 φανερά δεν εφάπτεται της παραβολής.

Εφάπτεται η ευθεία y = λ(x + 1)  στην  y2 = 4x  , αν και µόνο αν, το σύστηµα: 
2y 4x

y λ(x 1)





=
= +

έχει διπλή λύση, δηλαδή η δευτεροβάθµια εξίσωση:
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λ2x2 + 2( λ2 - 2 )x + λ2 = 0   ,    0λ ≠
έχει διπλή ρίζα, δηλαδή διακρίνουσα ∆ = 0, που ισοδυναµεί µε:

( )22 2 2 24 2 4 · 0 1 1λ − − λ λ = ⇔ λ = ⇔ λ =  ή   λ = -1

Για τις τιµές αυτές του λ προκύπτουν οι ευθείες µε εξισώσεις: y = x + 1      και      y = -x -1

Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

∆ίνεται η παραβολή 2y 2px= . Έστω ΑΒ χορδή της παραβολής, η οποία διέρχεται από

την εστία Ε. Να δείξετε ότι το γινόµενο των αποστάσεων των Α,Β από τον άξονα x΄x

παραµένει σταθερό καθώς η ΑΒ στρέφεται γύρω από την εστία.

Λύση

Έστω ( )1 1A x , y , ( )2 2B x , y . Μας ζητείται να δείξουµε ότι  1 2y y .⋅ = σταθ  Αφού η ευθεία

ΑΒ διέρχεται από την εστία Ε έχει εξίσωση: ( )p p
y x 1 ή x

2 2
 = λ − =  

Για  λ = 0 δεν ορίζεται χορδή.

Από την επίλυση του συστήµατος της (1) και της εξίσωσης της παραβολής προκύπτουν

οι συντεταγµένες των σηµείων Α και Β.

Πολική ευθεία

Η εξίσωση της χορδής που ορίζεται από τα σηµεία επαφής των εφαπτοµένων που

φέρονται από σηµείο Μ (x
0
, y

0
) προς την παραβολή y2 = 2px είναι  yy

0
 = p (x + x

0
).

Απόδειξη

Έστω Α (x
1
, y

1
) και Β (x

2
, y

2
) τα σηµεία επαφής των

εφαπτοµένων ΜΑ και ΜΒ.

Οι εξισώσεις των ΜΑ και ΜΒ είναι:

MA: yy
1
 =  p( x + x

1
 ) και  MB: yy

2
 = p( x + x

2
 )

Επειδή διέρχονται από το σηµείο Μ,  οι συντεταγµένες

του τις επαληθεύουν , δηλαδή ισχύουν :

y
0
y

1
 = p( x

0
 + x

1
 )     (1)

y
0
y

2 
= p( x

0
 + x

2
 )     (2)

Από τις (1) και (2) συµπεραίνουµε ότι η εξίσωση της

χορδής ΑΒ είναι:

yy
0
 = p(x + x

0
)

διότι είναι πρώτου βαθµού ως προς x, y και σύµφωνα µε τις (1), επαληθεύεται από

τις συντεταγµένες των Α και Β.

Η ΑΒ λέγεται πολική του σηµείου Μ ως πρός την παραβολή και το σηµείο Μ

λέγεται πόλος της ΑΒ ως προς την παραβολή.
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Έτσι έχουµε: 

2y 2px

p
y x

2

 =
 ⇔ λ= λ −

( )

2
2

2
2 2

y
x y

x2p
2p

y p
y y 2py p 0 2

2p 2


= = ⇔ 

λ = λ − λ − − λ =

Η (2) είναι τριώνυµο ως προς y µε διακρίνουσα ( )2 2 2 2 2∆ 4p 4λ p λ 4p 4λ p 0= − − = + > .

Άρα έχει δύο ρίζες, έστω y
1
, y

2
 για τις οποίες ισχύει: 

2
2

1 2
p λ

y y p
λ

−= = − . ∆ηλαδή

22 2
1 2 1 2y y y y p p p ό= = − = = = σταθερ

Αν 
p

x
2

= , τότε ( ) ( ) ( ) ( )1 2AE y d A, p E y d , p= = δ = και Β = = Β δ = , οπότε :

( )( ) 2
1 2AE E y y pΒ = = .

Άσκηση 2

∆ίνεται η παραβολή 2y 2px= και χορδή ΑΒ η οποία διέρχεται από την εστία της Ε.

Φέρνουµε τις εφαπτόµενες της παραβολής στα σηµεία Α, Β. Να δείξετε ότι τέµνονται

κάθετα.

Λύση

Αφού η ΑΒ διέρχεται από το Ε έχει εξίσωση 
p

y x
2

 = λ −  
p

y x
2

λ⇔ = λ −  ή 
p

x
2

= .

Έστω  ( ) ( )1 1 2 2A x , y , B x , y . Η εφαπτοµένη στο Α έχει

εξίσωση ( )1 1yy p x x= + µε συντελεστή διεύθυνσης

1
1

p

y
λ = . Οµοίως η εφαπτοµένη στο Β έχει συντελεστή

διεύθυνσης 2
2

p

y
λ = .Πρέπει να δείξουµε ότι:

1 2 1λ ⋅λ = − ⇔
1 2

p p
1

y y
⋅ = − 2

1 2p y y⇔ = − ⋅

(που το αποδείξαµε στην προηγούµενη άσκηση).
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Άσκηση 3

Να δείξετε ότι η προβολή της εστίας Ε, παραβολής µε εξίσωση 2y 2px= , επάνω σε

τυχαία εφαπτοµένη, είναι σηµείο του άξονα y΄y.

Λύση

Έστω  ( )1 1A x , y τυχαίο σηµείο παραβολής και (ε) η εφαπτοµένη στο Α. Έστω ακόµη ότι Β

είναι το σηµείο τοµής της εφαπτοµένης µε τον άξονα

y΄y.

Αρκεί να δείξουµε ότι EB AB 1ΕΒ ΑΒ⊥ ⇔ λ ⋅λ = −

Η εφαπτοµένη στο Α έχει εξίσωση ( ) ( )1 1yy p x x 1= +
Το Β είναι το σηµείο τοµής της µε τον άξονα y΄y.

Εποµένως από την (1) µε x = 0 παίρνουµε:

 
2

y

y2

y

y

px
y 1

1

2

1

1

1 ===  (αφού 1

2

1
px2y = ) δηλ. 1y

B 0,
2

 
  

.

Είναι 
1

2

1

1

1

1

1

1

1

ΑΒ

y

p

p

y

y

x2

y

0x

2

y
y

λ ===
−

−
=  και 

p

y

0
2

p
2

y
0

λ 1

1

BE

−
=

−

−
=

Έτσι: 1
BE

1

yp
1

y pΑΒ
 

λ ⋅λ = ⋅ − = − 
 

Άσκηση 4

∆είξτε ότι το συµµετρικό της εστίας Ε, παραβολής µε εξίσωση 2y 2px= , ως προς τυχαία

εφαπτοµένη, είναι σηµείο της διευθετούσας.

Λύση

Έστω ( )1 1A x , y , 1x 0≠  τυχαίο σηµείο παραβολής. Όπως

δείξαµε στην προηγούµενη άσκηση, το Β έχει συντεταγµένες

1y
B 0,

2
 
  

. Επειδή το Γ είναι συµµετρικό του Ε ως προς την

εφαπτοµένη (ε), το Β είναι µέσον της ΓΕ.

Εποµένως   E
B B E

x x
x x 2x x

2
Γ

Γ
+

= ⇔ = − ⇔

p p
x 0 x

2 2Γ Γ= − ⇔ = − .

Εποµένως το Γ ανήκει στη διευθετούσα.  Αν 1 1x y 0= =  τότε το Α ταυτίζεται µε το Ο.

Αν 1 1x y 0= =  τότε το

Α ταυτίζεται µε το Ο. Άρα

και πάλι η προβολή του

Ε είναι σηµείο του y΄y

(η αρχή των αξόνων).
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Άσκηση 5

∆ίνεται η παραβολή 2y 2px=  και µεταβλητό σηµείο Α αυτής. Να βρεθεί ο γεωµετρικός

τόπος του µέσου Μ της χορδής του ευθ. τµήµατος ΟΑ.

Λύση

Έστω ( )1 1A x , y . Επειδή το Μ είναι µέσον της ΟΑ είναι:

1

1

1 1

0 x
x x 2x2

0 y y 2y
y

2

+ = = ⇔ + = =

      (1)

Αφού το Α ανήκει στην παραβολή:

( ) ( )22 2
1 1y 2px 2y 2p 2x y px= ⇔ = ⇔ =

Εποµένως το Μ κινείται επάνω στην παραβολή  µε

εξίσωση 2y px=

Άσκηση 6

∆ίνονται τα σηµεία ( )A t, 1 2tηµ − +συν  t R∈ . Να βρεθεί η γραµµή επάνω στην

οποία κινούνται.

Λύση

Είναι 
x t

y 1 2t

= ηµ 
⇔= − + συν  2

x t

y 1 1 2 t

= ηµ 
⇔

= − + − ηµ 
2 2

2

x t 1
y 2x x y

2y 2 t

= ηµ 
⇔ = − ⇔ = −

= − ηµ 

Εποµένως το Α κινείται επάνω στην παραβολή 
2 1

x y
2

= − .

Άσκηση 7

∆ίνεται η παραβολή 22y x=  .

α. Να βρεθούν η εστία και η διευθετούσα της.

β. Να βρεθεί η απόσταση του σηµείου της ( )A 2,1   από την εστία Ε και να συγκρι-

θεί µε την απόσταση ΟΕ .

γ. Να αποδείξετε ότι σε κάθε παραβολή το σηµείο της µε τη µικρότερη απόσταση

από την εστία είναι η κορυφή της Ο.

δ. Να βρεθεί σηµείο στην παραβολή 2y 2px=  , που να απέχει από την εστία Ε

απόσταση διπλάσια της ΟΕ.

Λύση

α. Είναι 2 2 1
2y x y x

2
= ⇔ = . Εποµένως 

1 1
2p p

2 4
= ⇔ =
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Η εστία Ε έχει συντεταγµένες 
p

,0
2
 
  

,  δηλαδή 
1

E ,0
8
 
  

 και η διευθετούσα (δ) έχει εξίσω-

ση 
p

: x
2

δ = −  , δηλαδή  
1

: x
8

δ = − .

β. Είναι

 ( ) ( )
2 2

2

2

1 15 289 17
AE 2 1 0 1

8 64 88

 = − + − = + = =  
.

1
OE

8
= .

Παρατηρούµε ότι ΑΕ > ΟΕ.

γ. Έστω Μ(x, y) τυχαίο σηµείο της παραβολής 2y 2px= .

Είναι

( )
2 2

2 2 2p p
ME x y x px y

2 4
 = − + = − + +  

Επειδή το Μ ανήκει στην παραβολή 2y 2px= είναι

( )
22

2 p p
ME x px 2px x

4 2
 = − + + = +  

Εποµένως

( ) p
d M,E x

2
= +

Επειδή το x και το p είναι οµόσηµοι αριθµοί η απόσταση d γίνεται ελάχιστη όταν x = 0,

δηλαδή όταν το Μ ταυτίζεται µε την κορυφή Ο.

2ος τρόπος

Αρκεί ( ) ( )ME OE≥ , όπου ( )M x, y  τυχαίο σηµείο της παραβολής.

Είναι ( ) ( )
2 2 2

2 2pp p p y
ME OE x x px x 0

2 2 4 4 2
≥ ⇔ + ≥ ⇔ + + ≥ ⇔ + ≥ , που ισχύει.

δ. Έστω ( )B BB x , y  σηµείο της παραβολής 2y 2px= , για το οποίο ισχύει ( ) ( )BE 2 OE= .

Αφού ανήκει στην παραβολή θα ισχύει 
2

B By 2px= (1)

Είναι ( ) p
OE

2
= . Εποµένως ( )

B
B

B

B
B

p
x p p

x2
p 2BE p x p

3p2
xp

x p 2
2

 + =  = = ⇔ + = ⇔ η ⇔ 
  = − + = − 

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Η B
3p

x
2

= −  απορρίπτεται γιατί οι p, x είναι οµόσηµοι.

Για B
p

x
2

=  από την (1) έχουµε 
2 2 2

B B B
p

y 2p y p y p
2

= ⇔ = ⇔ =  ή By p= − .

Άρα υπάρχουν δύο σηµεία τα: 
p

B ,p
2
 
  

 και 
p

B´ , p
2
 −  

.

Άσκηση 8

Μια µεταβλητή ευθεία y x , 0λ β λ= + ≠  τέµνει την παραβολή 2y 6x=  στα σηµεία Α

και Β. Να δείξετε, ότι οι συντεταγµένες του µέσου Μ του ΑΒ είναι 2

3 3
,

λβ
λλ

− 
  

.

Λύση

Οι συντεταγµένες των σηµείων τοµής Α,Β της ευθείας και της παραβολής είναι οι λύσεις

του συστήµατος των εξισώσεων τους.

Έχουµε: ( ) ( )2 2 2 2

2

y x
x 6x x 2 3 x 0

y 6x

= λ +β
⇔ λ +β = ⇔ λ + λβ− +β =

= 
(1)

Η (1) είναι τριώνυµο ως προς x. Οι λύσεις της είναι οι τετµηµένες των Α και Β.

Ζητάµε την τετµηµένη του σηµείου Μ που είναι το ηµιάθροισµα των τετµηµένων των Α και Β.

Σύµφωνα µε τους τύπους του Vieta έχουµε:  A B
M 2 2

x x 3 3
x

2

+ λβ − − λβ= = − =
λ λ

.

Επειδή το Μ ανήκει στην ευθεία y x= λ +β  είναι M M2

3 3
y y

− λβ= λ +β ⇔ =
λλ

Εποµένως  
2

3 3
,

−λβ Μ λλ 
.

Άσκηση 9

Να βρεθεί ο γ. τ. των µέσων των παραλλήλων χορδών της παραβολής 2y 2px= , µε

συντελεστή διεύθυνσης λ

Λύση

Έστω ( ) ( )A A B Bx , y ,B x .yΑ  σηµεία της παραβολής µε A Bx x≠  τα οποία είναι άκρα της

χορδής ΑΒ και ( )M MM x , y το µέσο του ΑΒ. Ισχύει: 
2

A A

2
B B

y 2px

y 2px

=

=

Αφαιρούµε κατά µέλη τις δύο παραπάνω σχέσεις και έχουµε:
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2 2
A B A By y 2px 2px− = − ⇔

( )( ) ( )A B A B A By y y y 2p x x+ − = − ⇔

A B A B
M

A B

y y y y
· p y · p

2 x x

+ −
= ⇔ λ =

−
Εποµένως το µέσο Μ της χορδής κινείται επάνω στην

ευθεία 
p

y =
λ  (η οποία είναι παράλληλη στον άξονα

x΄x).

Επειδή η ευθεία 
p

y =
λ

 τέµνει την παραβολή στο σηµείο µε τετµηµένη 
2λ2

p
x =  (είναι η

λύση του συστήµατος των px2y
2 = και 

λ

p
y = ). Το Μ ανήκει στην ηµιευθεία 

λ

p
y =  µε

22λ

p
x ≥ . Αυτή είναι και ο ζητούµενος γεωµετρικός τόπος.

Άσκηση 10

∆ίνεται η παραβολή 2C :  y 2px=  . Θέτουµε 1x x= κ   και 1y y= κ  , όπου 0κ ≠   . Να

αποδειχθεί ότι το σηµείο ( )1 1x , y   κινείται πάλι σε παραβολή.

Λύση

Έχουµε 
( )

( )

1

1

1 1

x
x  1x x

y y y
y  2

 == κ  κ⇔ = κ  = κ

Όµως ( )
( ) ( ) 2 21 , 2

2 21 1 1
1 1 12

y x y p
x, y C y 2px 2p 2 x y 2p x

k
   ∈ ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = κ   κ κ κ   

Άρα το σηµείο ( )1 1x , y  ανήκει στην παραβολή µε εξίσωση : 2
1C :  y 2p x= κ .

∆.      ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. ∆ίνεται σταθερό σηµείο Α και µία ευθεία ( )ε  , που δεν διέρχεται από το Α. Να αποδεί

   ξετε ότι,  ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων που διέρχονται από το Α και

   εφάπτονται στην ( )ε  , είναι παραβολή.
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2. ∆ίνεται ο κύκλος 2 2x y 2+ =   και η παραβολή 2y 8x= .

α. Να βρεθούν οι κοινές εφαπτόµενες του κύκλου και της παραβολής

β. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόµενες αυτές είναι κάθετες.

(Απ.: α. y x 2= +   και y x 2= − − )

3. Ισόπλευρο τρίγωνο ΟΑΒ είναι εγγεγραµµένο στην παραβολή 2y 4px= , µε κορυφή το Ο.

   Να  βρεθούν οι εξισώσεις των πλευρών του.

(Απ.: AB :  x 12p= )

4. Να βρεθεί η εφαπτοµένη της παραβολής 2C :  y 6x=  , η οποία είναι παράλληλη στην

    ευθεία  :  x 2y 2002 0ε − + =  .

(Απ.: x 2y 6 0− + = )

5. Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής που διέρχεται από το σηµείο ( )2,1Μ .

(Απ.: 
2 1

y x
2

=   ή 2x 4y= )

6. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της παραβολής µε εξίσωση  21
x y

6
=  οι οποίες άγονται από το

   σηµείο ( )A 0,1

(Απ.: x 0=  ή 
3

y x 1
2

= + )

7. ∆ίνεται ο κύκλος µε εξίσωση  ( )22x y 2 3+ − =  και η παραβολή µε εξίσωση 
21

y x
2

=  .

Να βρείτε τα κοινά τους σηµεία.

(Απ.: ( )A 2,1  και ( )B 2,1− )

8. Να βρείτε την εστία Ε και τη διευθετούσα δ των παρακάτω παραβολών

α.   2y x=

β.  2y 2x= −

(Απ.: α. 
1

E 0,
4

 
  

  και 
1

:  y
4

δ = −  ,β. 
1

E 0,
8

 −  
  και 

1
:  y

8
δ = )

9. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της παραβολής 2C :  y 4x=   η οποία είναι

     κάθετη στην ευθεία :  y 2x 1ε = − + .

(Απ.: 
1

y x 2
2

= + )
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Ε. ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

Έστω ΑΒ χορδή της παραβολής µε εξίσωση 2y 2px=  που διέρχεται από την εστία της

p
E ,0

2
 
  

και Γ το σηµείο επαφής της εφαπτοµένης στην παραβολή, που είναι παράλληλη

µε την ΑΒ. ∆είξτε ότι: ( ) ( )AB 4 E= Γ

(Υπ.: Αν ( )0 0Γ x , y , ( )1 1A x , y , και ( )2 2B x , y , τότε:

        ( ) 0
p

EΓ x
2

= +  και ( ) ( ) ( ) 1 2AB EB EA x x p= + = + + . Υπολογίστε τα 0x  και x
1
 και x

2
)



9 Έλλειψη

Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Ορισµός

Έλλειψη ονοµάζεται ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του

επιπέδου, των οποίων το άθροισµα των αποστάσεων από

δύο σταθερά σηµεία Ε και Ε΄ είναι σταθερό και µεγαλύτερο

της απόστασης των δύο σηµείων. Τα δύο αυτά σηµεία, το Ε

και το Ε΄, τα ονοµάζουµε εστίες και τη µεταξύ τους απόστα-

ση, εστιακή απόσταση και τη συµβολίζουµε µε 2γ.

Το άθροισµα των αποστάσεων του τυχαίου σηµείου της έλ-

λειψης από τις δύο εστίες το συµβολίζουµε µε 2α και αποτε-

λεί το µήκος του µεγάλου άξονα της έλλειψης.

Είναι (ΜΕ) + (ΜΕ΄) = 2α

Η εξίσωση της έλλειψης ως προς σύστηµα συντεταγµένων

Οxy µε άξονα x΄x την ευθεία που διέρχεται από τα Ε και Ε΄

και άξονα y΄y την µεσοκάθετο του ΕΕ΄ είναι:

2 2

2 2

x y
1

α β
+ =     (σχήµα 2)

όπου 2 2 2β = α − γ .

O µικρός άξονας BB΄ της έλλειψης έχει µήκος 2β.

Η εξίσωση της έλλειψης ως προς σύστηµα συντεταγµένων

Οxy µε άξονα y΄y την ευθεία που διέρχεται από τα Ε και Ε΄

και άξονα x΄x  την µεσοκάθετο του ΕΕ΄ είναι:

2 2

2 2

x y
1

β α
+ =    (σχήµα 3)

x

y

y

x
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Εξίσωση εφαπτοµένης

Έστω η έλλειψη C µε εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1+ =

α β
, α β> . H εξίσω-

ση της εφαπτοµένης της έλλειψης C στο σηµείο της Μ(x
1
,y
1
)

είναι

       
1 1

2 2

xx yy
1+ =

α β

Έστω η έλλειψη C µε εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1+ =

β α
, α β> . H εξίσω-

ση της εφαπτοµένης της έλλειψης C στο σηµείο της Μ(x
1
,y
1
)

είναι

       
1 1

2 2

xx yy
1+ =

β α

• Μνηµονικός κανόνας για την εξίσωση της εφαπτοµένης της έλλειψης:

Έστω ότι αναζητούµε την εξίσωση της εφαπτοµένης της έλλειψης 
2 2

2 2

x y
1+ =

α β
 στο σηµεί-

ο ( )1 1x , yΜ .

α. Γράφουµε την εξίσωση της έλλειψης:  
2 2

2 2

x y
1+ =

α β
(1)

β. Επειδή 
2x x·x=  και 

2y y·y=  έχουµε από την (1): 
2 2

x·x y·y
1+ =

α β

γ. Στο δεύτερο x και y θέτουµε 1x  και 1y αντίστοιχα και έχουµε 1 1
2 2

x·x y·y
1+ =

α β
, που είναι

και η ζητούµενη εξίσωση.Οµοίως εργαζόµαστε και για την έλλειψη µε εξίσωση

2 2

2 2

x y
1+ =

β α
, α β> .

Ιδιότητες έλλειψης

Έστω η έλλειψη C µε εξίσωση  
2 2

2 2

x y
1+ =

α β
.

α. Έχει άξονες συµµετρίας τους x΄x  και y΄y. Κέντρο συµµε-

τρίας την αρχή των αξόνων Ο(0,0).

y

x

y

y

x

x
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∆ηλαδή αν το σηµείο ( )1 1 1x , yΜ  ανήκει στην έλλειψη τότε ανήκουν στην έλλειψη και

τα σηµεία ( )2 1 1x , yΜ − , ( )3 1 1x , yΜ − , ( )4 1 1x , yΜ − − .

β. Τέµνει τον άξονα x΄x στα σηµεία Α(α,0) και

Α΄(-α,0) και τον άξονα y΄y στα σηµεία Β(0,β) και

Β΄(0,-β).

Το ευθύγραµµο τµήµα ΑΑ΄ λέγεται µεγάλος άξο-

νας της έλλειψης και το ευθύγραµµο τµήµα ΒΒ΄

λέγεται µικρός άξονας της έλλειψης. Το Ο λέγεται

κέντρο της έλλειψης. Κάθε ευθύγραµµο τµήµα ΚΛ

του οποίου τα άκρα Κ, Λ, ανήκουν στην έλλειψη και διέρχεται από το κέντρο Ο λέγεται

διάµετρος της έλλειψης.

γ. Η έλλειψη C περιέχεται στο ορθογώνιο παραλληλόγραµµο το οποίο ορίζουν οι ευθείες:

x = α ,  x = - α ,  y = β   και   y = - β.

Γενικά για τις συντεταγµένες ( )x, y οποιουδήποτε σηµείου της έλλειψης ισχύει :

x

y

−α ≤ ≤ α 
 −β ≤ ≤ β 

δ. Ανακλαστική ιδιότητα

Η κάθετη στην εφαπτοµένη µιας έλλειψης στο σηµείο επα-

φής Μ διχοτοµεί τη γωνία ΕΜ̂΄Ε , όπου Ε΄, Ε οι εστίες

της έλλειψης.

• Χρήσιµη παρατήρηση:

Ας δούµε τι παριστάνει η εξίσωση  C:
2 2

2 2

x y
1+ =

µ λ
, όπου µ, λ

θετικοί πραγµατικοί αριθµοί.

α. Αν µ > λ  , τότε η C είναι έλλειψη µε εστίες στον άξονα x΄x  και σταθερό άθροισµα 2µ.

β. Αν µ < λ, τότε η C είναι έλλειψη µε εστίες στον άξονα y΄y και σταθερό άθροισµα 2λ.

γ. Αν µ = λ, τότε C : 2 2 2x y+ = µ και παριστάνει κύκλο.

Εκκεντρότητα έλλειψης

Έστω η έλλειψη C µε εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1

α β
+ = .

Ονοµάζουµε εκκεντρότητα της έλλειψης C το λόγο της εστιακής απόστασης προς το µή-

κος του µεγάλου άξονα και τη συµβολίζουµε µε    
2γ γ

ε
2α α

= =    .  Είναι 0 < ε < 1
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Αποδεικνύεται ότι:  2β
1 ε

α
= − . Οπότε όταν  το ε τείνει στο 1, το β τείνει στο 0 και η

έλλειψη τείνει να γίνει ευθύγραµµο τµήµα.Αν το ε τείνει στο 0 τότε το β τείνει να γίνει ίσον

µε το α και η έλλειψη τείνει να γίνει κύκλος.

Β.  ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1

Να βρεθεί η εξίσωση της έλλειψης όταν:

α. Έχει µεγάλο άξονα 2α = 8 και εστίες ( )Ε 2,0  και ( )Ε΄ 2,0− .

β. Έχει εκκεντρότητα 
5

ε
5

=  και εστίες ( ) ( )Ε 1,0 ,Ε΄ 1,0− .

γ. ∆ιέρχεται από τα σηµεία ( )∆ 0,2  και ( )Ζ 6,1 , έχει κέντρο Ο(0,0) και οι εστίες της

είναι στον άξονα x΄x.

Λύση

α. Αφού έχει εστίες ( )Ε 2,0  και ( )Ε΄ 2,0−  θα είναι γ = 2.

Για το µεγάλο άξονα γνωρίζουµε ότι 2α 8 α 4= ⇔ =

Ακόµα έχουµε 2 2 2 2 2 2 2 2γ α β β α γ β 16 4 β 12 β 2 3= − ⇔ = − ⇔ = − ⇔ = ⇔ = .

Έτσι, η εξίσωση της έλλειψης είναι 

2 2x y
1

16 12
+ =

β. Είναι 
γ γ 5

ε
α α 5

= ⇔ = (1).   Επιπλέον είναι γ = 1  (2)

Από ( ) ( ) 1 5
1 , 2 α 5

α 5
⇔ = ⇔ = .Για το β έχουµε 2 2 2 2β α γ β 5 1 β 2= − ⇔ = − ⇔ = .

Εποµένως  η έλλειψη έχει εξίσωση:  

2 2x y
1

5 4
+ = .

Για να βρούµε την εξίσωση µιας έλλειψης πρέπει να προσδιορίζουµε  τις τιµές των

α, β. ∆εδοµένου, ότι έχουµε τη σχέση 2 2 2γ α β= − , αρκεί να βρούµε άλλες δύο σχέ-

σεις. Όταν µας δίνονται οι εστίες, γνωρίζουµε το γ. Όταν µας δίνονται ο µεγάλος και

ο µικρός άξονας, γνωρίζουµε τα α και β αντίστοιχα. Όταν µας δίνεται η εκκεντρότητα

γ
ε

α

 =  
 έχουµε µια σχέση ανάµεσα στα α, γ.

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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γ. Η εξίσωση της έλλειψης είναι της µορφής  

2 2

2 2

x y
1

α β
+ = , µε α β> .

Οι συντεταγµένες των σηµείων ∆ και Ζ επαληθεύουν την εξίσωση της.

Εποµένως:    

( )
22 2

2

2

2 2

0 4
1

β 4α β β 2
6 1

16 α 81 4α1
α β

+ =  = = ⇔ ⇔ 
+ = = + = 



Άρα η εξίσωση της έλλειψης είναι:  

2 2x y
1

8 4
+ = .

Παράδειγµα 1

Να βρείτε τις εφαπτόµενες της έλλειψης 2 2C : 9x 16y 144+ =  (1) , που είναι παράλληλες

στην ευθεία ε : x y 2002 0+ + = .

Λύση

Μετασχηµατίζουµε την εξίσωση (1) της έλλειψης 2 29x 16y 144+ =
2 2x y

1
16 9

⇔ + = .

Αν θεωρήσουµε ( )1 1M x , y  το σηµείο επαφής της εφαπτοµένης και της έλλειψης τότε  η

εξίσωση της εφαπτοµένης είναι :  1 1x·x y·y
1

16 9
+ = (δ)

Όµως 1 1
δ ε 1

1

9x 16y
δ // ε λ λ 1 x

16y 9

−
⇔ = ⇔ = − ⇔ = (2)

Το σηµείο Μ ανήκει στην έλλειψη οπότε θα έχουµε: 2 2
1 19x 16y 144+ = (3)

 Από τις σχέσεις (2) και (3) υπολογίζουµε τις τιµές των 1x  και 1y :

1 1 1
1

2 2
1 11 1

16 1616y x xx 5 59 ... ή
9 9

y y9x 16y 144
5 5

     = = −   =     ⇔ ⇔     
     = = −+ =        

Για να βρούµε την εξίσωση της εφαπτοµένης  έλλειψης σε σηµείο της Α, προσδιορί-

ζουµε απο τα δεδοµένα τις συντεταγµένες του σηµείου επαφής Α.

Κατηγορία - Mέθοδος   2



144. Έλλειψη

Τα ζεύγη τιµών που βρήκαµε για τα 1x  και 1y  τα αντικαθιστούµε στην (1) και προκύπτουν

οι ζητούµενες εξισώσεις των εφαπτοµένων: x y 5 0+ − =  και x y 5 0+ + = .

Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Να βρείτε την εκκεντρότητα και τις εστίες στις παρακάτω ελλείψεις:

α. 
2

2x
y 1

4
+ = β. 

2 29x 25y 225+ =

Λύση

α. Από την εξίσωση της έλλειψης προκύπτει ότι α = 2, β = 1, 2 2γ α β 3= − = .

Οπότε οι εστίες είναι ( ) ( )Ε γ,0 3,0=  και ( ) ( )Ε΄ γ,0 3,0− = −  και η εκκεντρότητά της

γ 3
ε

α 2
= =

β. Μετασχηµατίζουµε την εξίσωση της έλλειψης: 
2 2

2 2 x y
9x 25y 225 1

25 9
+ = ⇔ + =

Είναι α = 5, β = 3, γ = 4. Οπότε οι εστίες είναι Ε(4 , 0) και Ε΄(-4 ,0) και η εκκεντρότητα

γ 4
ε

α 5
= =

Άσκηση 2

Να βρείτε συναρτήσει του β, την εξίσωση της έλλειψης 
2 2

2 2

x y
C : 1

α β
+ =  (1) που έχει

εκκεντρότητα 
2

ε
2

=

Λύση

Έχουµε:
2

2
ε = ⇔

γ 2

α 2
= ⇔

2 2α β 2

α 2

−
= ⇔

2 2

2

α β 1

2α

− = ⇔ ( )2 2 22 α β α− = ⇔

2 2 22α 2β α− = ⇔ 2 2α 2β=   (2)

Η εξίσωση (1) µε τη βοήθεια της (2) γίνεται: 
2 2

2 2

x y
1

2β β
+ = , που είναι και το ζητούµενο .

Άσκηση 3

Έστω κύκλος µε εξίσωση 2 2 2x y ρ+ = . Αν θέσουµε 1x x=  και 1y y= κ  να αποδείξετε

ότι το σηµείο ( )1 1x , y  ανήκει σε έλλειψη.
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Λύση

Έχουµε 
2 2

2 2 2 2 2 2 2 1 1
1 1 2 2

x y
x y ρ x κ y α 1

α α

κ

+ = ⇔ + = ⇔ + =
 
  

.

Η τελευταία  εξίσωση είναι εξίσωση έλλειψης.

Άσκηση 4

Να βρεθεί η οξεία γωνία των εφαπτοµένων οι οποίες

άγονται από το σηµείο ( )0,4Μ  προς την έλλειψη

2 23x y 4+ = .

Λύση

Θα υπολογίσουµε τις εφαπτόµενες οι οποίες άγονται από

το σηµείο Μ. Η εξίσωση της εφαπτοµένης της έλλειψης

στο σηµείο ( )1 1A x , y  είναι 1 13x x y y 4+ = . Αφού διέρχε-

ται από το Μ(0, 4) είναι: 1 1 13·0x 4y 4 y 1+ = ⇔ =    (1)

Επειδή το Α ανήκει στην έλλειψη ισχύει :

(1)
2 2 2 2

1 1 1 1 13x y 4 3x 1 4 3x 3 x 1+ = ⇔ + = ⇔ = ⇔ = ± .

Εποµένως, τα σηµεία επαφής είναι ( )A 1,1  και Α΄(-1, 1) και οι εξισώσεις των εφαπτοµένων

στα Α και Α΄ είναι :

1 : 3x y 4ε + =  και 2 : 3x y 4ε − + = , αντίστοιχα.

Θα υπολογίσουµε τη γωνία  των δύο αυτών ευθειών, των ε
1
, ε

2
.

Είναι 1λ 3= −  και 2λ 3= .

Θεωρούµε δύο διανύσµατα παράλληλα στις ε
1
 και ε

2
 τα : ( )1δ 1, 3

→
= −  και ( )2δ 1,3

→
=  µε

1 1δ // ε
→

 και 2 2δ // ε
→

. Είναι 
�( )

( )
1 2

1 2 2 2
1 2

δ ·δ 1·1 3·3 8
συν δ ,δ συνφ

10δ · δ 1 3 · 1 3

− −= = = =
+ − +

��� ���

��� ���

��� ��� .

Επειδή η γωνία φ έχει 
8

συνφ
10

= − < 0, είναι αµβλεία ( 0144φ �  ). Άρα η ζητούµενη

γωνία είναι η παραπληρωµατική της φ δηλαδή 036� .

Άσκηση 5

∆ίνεται η έλλειψη 

2 2x y
1

9 4
+ =  και η ευθεία y x 1= + . Να υπολογισθούν οι συντεταγµέ-

νες του µέσου Μ της χορδής ΑΒ που ορίζεται από την ευθεία και την έλλειψη.
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Λύση

Η επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων της έλλειψης και της ευθείας θα µας δώσει τις

συντεταγµένες των σηµείων Α και Β.

Είναι:

( )22 2 2
2 2x y x 1x 4x 9x 18x 9 361 1

9 4 9 4
y x 1

y x 1 y x 1

 +  + + + =+ =  + =⇔ ⇔  
= + = + = + 

 

213x 18x 27 0 (1)

y x 1

 + − =⇔ 
= +

Επειδή το ζητούµενο της άσκησης δεν είναι οι συντεταγµέ-

νες των Α και Β αλλά το ηµιάθροισµα τους (οι συντεταγµέ-

νες του Μ), από τη δευτεροβάθµια εξίσωση (1), υπολογίζου-

µε από τον τύπο του Vieta, το άθροισµα των ριζών της (1).

Έτσι 1 2
18

x x
13

+ = − , συνεπώς 1 2
M

x x 9
x

2 13

+
= = − . Το σηµείο Μ ανήκει στην ευθεία

y x 1= + , οπότε οι συντεταγµένες του επαληθεύουν την εξίσωσή της.

∆ηλαδή M M
9 4

y 1 y
13 13

= − + ⇔ = . Εποµένως 
9 4

M ,
13 13

 −  
.

Άσκηση 6

Έστω η έλλειψη 

2
2x

y 1
4

+ = . Να βρεθεί η γραµµή στην οποία κινούνται τα µέσα των

χορδών της έλλειψης, οι οποίες είναι παράλληλες προς την ευθεία ( ) : y x 1ε = λ − .

Λύση

Έστω ( ) ( )1 1 2 2A x , y ,B x , y µε 1 2x x≠ τα άκρα τυχαίας χορδής

η οποία είναι παράλληλη προς την ευθεία (ε). Επειδή ανήκουν

στην έλλειψη οι συντεταγµένες τους θα επαληθεύουν την εξί-

σωσή της δηλαδή ισχύουν :

2
21

1

2
22

2

x
y 1

4

x
y 1

4


+ =


 + =

Αφαιρούµε τις παραπάνω κατα µέλη και έχουµε :

2 2
2 21 2

1 2

x x
y y 0

4 4
− + − = ⇔ ( )( ) ( )( )1 2 1 2

1 2 1 2

x x x x
y y y y 0

4

− +
+ − + = ⇔

( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 2

x x y y1
· x x y y · 2 0

2 2 2

+ +
⇔ − + − = ⇔  (διαιρούµε µε  ( 1 2x x− )  1 2x x≠ )
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1 2 1 2 1 2

1 2

x x y y y y1
· 2 · 0

2 2 x x 2

+ − +
⇔ + =

−
  (1). Όµως 1 2 1 2x x y y

M ,
2 2

+ + 
  

 και 1 2

1 2

y y
λ

x x

−
=

−

(αφού η χορδή ΑΒ είναι παράλληλη στην ευθεία (ε) ). Οπότε η (1) γίνεται  M M
1

x 2 y 0
2

+ λ = .

Εποµένως το µέσον  Μ της ΑΒ, κινείται επάνω στην ευθεία 
1

x 2 y 0 x 4 y 0
2

+ λ = ⇔ + λ = .

Άσκηση 7

Να δείξετε ότι οι ελλείψεις 
2 2

1 2 2

x y
C : 1

α β
+ =  και 

2 2

2 2 2 2 2

x y
C : 1

α k β k
+ =

+ +
, α > β, έχουν

τις ίδιες εστίες για κάθε τιµή του k R∈ .

Λύση

Για την έλλειψη 1C  έχουµε 2 2 2γ α β= −  και εστίες ( ),0Ε γ  και Ε΄ ( ),0−γ .

Θέτουµε 2 2 2Α α k= +  και 2 2 2B β k= +  και 2Γ την εστιακή απόσταση της έλλειψης 2C .

Είναι: 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2Γ Α Β α k β k α β γ= − = + − − = − =  δηλαδή Γ = γ.

Οπότε η 2C  έχει τις ίδιες εστίες µε τη 1C .

Άσκηση 8

∆ίνονται οι κύκλοι 2 2 2
1C : x y α+ =  και 2 2 2

2C : x y β+ =  µε β α<  και η µεταβλητή ευ-

θεία ΟΛΚ (Ο η αρχή των αξόνων, Λ το σηµείο τοµής της ευθείας µε τον κύκλο 2C  και Κ

το σηµείο τοµής µε τον 1C ).Από το Λ φέρνουµε ευθεία κάθετη στον άξονα y΄y  και από το

Κ ευθεία κάθετη στον x΄x, οι οποίες τέµνονται στο Μ. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος

του Μ.

Λύση

Έστω ( )1Λ x ,λ  και ( )1, yΚ κ . Το σηµείο Μ έχει συντεταγµέ-

νες ( )κ,λ . Επειδή τα σηµεία Κ και Λ ανήκουν στους κύκλους,

οι συντεταγµένες τους επαληθεύουν τις εξισώσεις των κύ-

κλων, δηλαδή  
222

1

222

1

22

1

2

222

1

καy

λβx

αyκ

βλx

−=
−=⇔







=+

=+
(1).

Τα σηµεία Ο, Λ, Κ είναι συνευθειακά, εποµένως 
ΟΛ ΟΚ

λ λ=

(όπου 
ΟΛ

λ  και 
ΟΚ

λ  οι συντελεστές διεύθυνσης των ΟΛ και ΟΚ).

ΟΛ ΟΚ
λ λ=

22 2 2 2(1)
1 1

2 2 2 2 2
1 1

y yλ λ λ α κ
. Οπότε

x κ x κ β λ κ

−⇔ = = ⇔ = ⇔
−

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

κ λ
α β β κ α λ κ λ κ λ β κ α λ α β 1

α β
⇔ − − + = ⇔ + = ⇔ + =
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Εποµένως ο γεωµετρικός τόπος του σηµείου ( ),Μ κ λ  είναι η έλλειψη :  
2 2

2 2

x y
1

α β
+ = .

Άσκηση 9

Έστω η έλλειψη 

2 2

2 2

x y
1

α β
+ =  µε α β> , µεγάλο άξονα Α΄Α και ένα σηµείο της Μ (διαφο-

ρετικό από τις κορυφές). Να δείξετε ότι το γινόµενο των συντελεστών διεύθυνσης των

ευθειών ΜΑ και ΜΑ΄ είναι σταθερό, ανεξάρτητο της θέσης του σηµείου Μ.

Λύση

Έστω ( )1 1x , yΜ  σηµείο της έλλειψης. Οι συντελεστές

διεύθυνσης των ΜΑ και ΜΑ΄ είναι:

1
ΜΑ

1

y
λ

x α
=

−
 και 1

ΜΑ΄

1

y
λ

x α
=

+
.

Εποµένως 
2

1 1 1
ΜΑ ΜΑ΄ 2 2

1 1 1

y y y
λ ·λ ·

x α x α x α
= =

− + −
(1).

Επειδή το Μ ανήκει στην έλλειψη, οι συντεταγµένες του επαληθεύουν την εξίσωση της

δηλαδή

2 2
2 2 2 2 2 21 1

1 12 2

x y
1 β x α y α β

α β
+ = ⇔ + = ⇔

( )2 2 22 2 2 2
12 21

1 12 2

β α xα β β x
y y

α α

−−
= ⇔ = (2)

Από (1), (2) έχουµε:

 

( )
( )
( )

2 2 2
1

2 2 2
2 1

ΜΑ ΜΑ΄ 2 2 2 2 2
1 1

β α x

β α x
αλ ·λ

x α α x α

−
−

= = =
− −

( )
( )

2 2 2 2
1

22 2 2
1

β α x β

αα α x

−
− = − =

−
σταθερό.

Άσκηση 10

Από σηµείο ( )0 0A x , y  εκτός της έλλειψης 
2 2

2 2

x y
1

α β
+ =  φέρνουµε δύο εφαπτόµενες προς

την έλλειψη και έστω Β, Γ τα σηµεία επαφής. Να δείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας ΒΓ

είναι: 0 0
2 2

xx yy
1

α β
+ =    (1)

Λύση

Έστω ( )1 1B x , y  και ( )2 2x , yΓ . Η εφαπτοµένη στο Β έχει εξίσωση 1 1
1 2 2

xx yy
ε : 1

α β
+ = .
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Επειδή διέρχεται από το ( )0 0A x , y , ισχύει 0 1 0 1
2 2

x x y y
1

α β
+ =   (2).

Η ισότητα (2) µας δίνει την πληροφορία ότι η εξίσωση (1) είναι εξίσωση ευθείας, η οποία

διέρχεται από το Β (αφού οι συντεταγµένες του Β την ικανοποιούν).

Η εφαπτοµένη στο Γ έχει εξίσωση 2 2
2 2 2

xx yy
ε : 1

α β
+ = . Επειδή διέρχεται απο το

( ) 0 2 0 2
0 0 2 2

x x y y
A x , y : 1

α β
+ =   (3). Η ισότητα (3) µας λεει ότι η (1) είναι εξίσωση ευθείας η

οποία διέρχεται από το Γ. Επειδή απο δυο σηµεία διέρχεται µόνο µία ευθεία η εξίσωση (1)

παριστάνει την ευθεία ΒΓ.

(Η ΒΓ λέγεται πολική ευθεία του σηµείου Α ως προς την έλλειψη και το Α λέγεται πόλος).

Άσκηση 11

∆ίνεται η έλλειψη 
2 2

2 2

x y
1, α β

α β
+ = >  και µια χορδή της ΜΝ η οποία διέρχεται από

την εστία ( )Ε γ,0 .Να δείξετε ότι οι εφαπτόµενες της έλλειψης στα άκρα της χορδής,

τέµνονται σε σηµείο της ευθείας 
2α

x
γ

= . (Η ευθεία 
2α

x
γ

=  λέγεται δευθετούσα της

έλλειψης).

Λύση

Έστω ( )0 0x , yΖ  το σηµείο τοµής των δύο εφαπτόµε-

νων. Από το σηµείο Ζ λοιπόν, άγονται δύο εφαπτόµενες

προς την έλλειψη. Η χορδή (πολική ευθεία) η οποία ενώ-

νει τα σηµεία επαφής  έχει εξίσωση:

 0 0
2 2

x x y y
MN : 1

α β
+ =       (1).

Επειδή η χορδή ΜΝ διέρχεται από την εστία ( ),0Ε γ  η

εξίσωση (1) επαληθεύεται από τις συντεταγµένες της .

Εποµένως   
2

0 0
02 2

x γ y 0 α
1 x

γα β
+ = ⇔ =  και συνεπώς το σηµείο Ζ βρίσκεται επάνω στην

ευθεία  µε εξίσωση : 
2α

x
γ

= .

Άσκηση 12

∆ίνεται η έλλειψη 

2 2x y
1

9 16
+ =  και το εσωτερικό της σηµείο ( )1,2Μ . Να προσδιοριστεί

η χορδή της έλλειψης η οποία έχει το Μ ως µέσο.
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Λύση

Έστω ( )1 1x , yΖ  και ( )2 2H x , y  τα άκρα της ζητούµενης χορ-

δής. Είναι 1 2x x≠ . (Αν ήταν 1 2x x=  λόγω συµµετρίας το

µέσο τους Μ θα ήταν σηµείο του άξονα x΄x).

Αφού τα σηµεία Ζ, Η ανήκουν στην έλλειψη, οι συντεταγ-

µένες τους επαληθεύουν την εξίσωση της.

Εποµένως:

2 2
2 21 1

1 1

x y
1 16x 9y 144

9 16
+ = ⇔ + = (1)

και 

2 2
2 22 2

2 2

x y
1 16x 9y 144

9 16
+ = ⇔ + = (2)

Αφαιρούµε τις σχέσεις (1) και (2): ( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 216 x x 9 y y 0− + − = ⇔

( )( ) ( )( )

ύ

έ 2

1 2 1 2 1 2 1 216 x x x x 9 y y y y 0

διαιρο µε
και τα δυο
µ λη µε

− + + − + = ⇔

( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 2

x x y y
16 x x 9 y y 0

2 2

+ +
− + − = (3)

Οι συντεταγµένες του µέσου Μ της ΖΗ είναι: 1 2 1 2x x y y
M ,

2 2

+ + 
  

Εποµένως η (3) γίνεται: ( ) ( )1 2 M 1 2 M16 x x x 9 y y y 0− + − = .

Όµως Μ(1, 2), έτσι έχουµε ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 216 x x 18 y y 0 18 y y 16 x x− + − = ⇔ − = − − ⇔

1 2

1 2

y y 16

x x 18

−
⇔ = −

−        (4).

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ΖΗ είναι   1 2

1 2

y y

x xΖΗ
−

λ =
−

.

Έτσι από τη σχέση (4) έχουµε 
8

9ΖΗλ = − . Συνεπώς ( )8
ZH : y 2 x 1

9
− = − −

Άσκηση 13

Για το σηµείο Λ του επιπέδου το διάνυσµα θέσης είναι 
( )2

2 2

α 3 κ β·2 3κ
OΛ ι j

3 κ 3 κ

→ → →−
= +

+ +
,

όπου α, β θετικοί και κ R∈ . Να δείξετε, ότι καθώς το κ µεταβάλλεται το σηµείο Λ

κινείται σε έλλειψη.

Λύση

Όπως γνωρίζουµε οι συντελεστές των 
→
ι  και j

→
  είναι οι συντεταγµένες του διανύσµατος

ΟΛ
����

.

Επειδή Ο είναι το σηµείο αναφοράς (η αρχή των αξόνων), αυτοί οι συντελεστές είναι οι
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συντεταγµένες του σηµείου Λ. Εποµένως 
( )2

2 2

α 3 κ β·2 3κ
Λ ,

3 κ 3 κ

 −
 
 + + 

Έχουµε:   

( )2 2

22

22

α 3 κ x 3 κ
x

α 3 κ3 κ

y 2 3κβ·2 3κ
y

β 3 κ3 κ

− −== ++ ⇔
 ==  ++ 

Υψώνουµε τις δύο σχέσεις στο τετράγωνο και τις προσθέτουµε κατα µέλη:

( )
( )
( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

222

2 2 2 22 2 22 2 2

2 2 2 2 22 2 2 2
2

2 22

3 κx

α 3 κ 3 κ 3 κx y 12κ
1

α β 3 κ 3 κ 3 κ2 3κy

β 3 κ

− = + − + + = + = =
 + + +
=
+ 

Οι συντεταγµένες του Λ ικανοποιούν την εξίσωση της έλλειψης   
2 2

2 2

x y
1

α β
+ = .

Εποµένως το σηµείο Λ κινείται επάνω σε αυτήν την έλλειψη.

Άσκηση 14

Το σηµείο ( )Μ αηµθ,βσυνθ , ( )θ 0,2π∈ ,  µε 
π 3π

θ , ,π
2 2

≠  ανήκει στην έλλειψη

2 2

2 2

x y
C : 1

α β
+ =  µε α > β.

α. Να δείξετε, ότι η κάθετη στην εφαπτοµένη της έλ-

λειψης στο σηµείο Μ έχει εξίσωση :

( ) ( ) ( )2 2ε : ασυνθ x βηµθ y α β ηµθ·συνθ− = −

β. Αν η (ε) διέρχεται από το σηµείο (β, 0) να δείξετε ότι

ισχύει η σχέση 
2

β
ηµθ

α ε
=

⋅
, όπου ε η εκκεντρότητα της

έλλειψης.

Λύση

α. Η εξίσωση της εφαπτοµένης της C στο σηµείο της ( )1 1x , yΜ είναι

2 2 2 21 1
1 12 2

xx yy
1 β x x α y y α β

α β
+ = ⇔ + = .
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Ο συντελεστής διεύθυνσης αυτής της ευθείας είναι 
2

1
2

1

β x
λ

α y
= − .

Αφού ( )Μ αηµθ,βσυνθ , ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης στο Μ είναι

2

αβ ηµθ βηµθ
λ

ασυνθα βσυνθ

2−= = − , 
π

θ
2

≠ , 
3π

θ
2

≠ .

Εποµένως η κάθετη στην εφαπτοµένη στο σηµειο Μ έχει συντελεστή διεύθυνσης

ε

ασυνθ
λ

βηµθ
= , θ 0≠ , θ π≠  και εξίσωση 

ασυνθ
y βσυνθ

βηµθ
− = ( )x α·ηµθ−

2 2βηµθ·y β ηµθ·συνθ ασυνθ·x α ηµθσυνθ⇔ − = − ⇔

( ) ( ) ( )2 2ασυνθ x βηµθ y α β ηµθ·συνθ⇔ − = −

β. Οι συντεταγµένες του σηµείου (β,0) επαληθεύουν την εξίσωση της (ε). Εποµένως έχου-

µε:

( ) ( ) ( )2 2ασυνθ β βηµβ ·0 α β ηµθ·συνθ− = − ⇔ ( ) συνθ 0
2 2αβ·συνθ α β ηµθ·συνθ

≠
= − ⇔

( )2 2
2 2

αβ
αβ α β ηµθ ηµθ

α β
= − ⇔ =

−
(1)

Όµως ισχύουν οι σχέσεις: 2 2 2γ α β= −  και 
γ

ε
α

= .

Οπότε η (1) γίνεται: 2 2 2 2 2
2

2

αβ αβ αβ β
ηµθ

γ γ ε α α·ε
α

α

= = = =

∆.   ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.  Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 2 216x 25y 400+ =  είναι εξίσωση έλλειψης και να βρεθούν

τα µήκη των αξόνων της, οι εστίες της και η εκκεντρότητα.

(Απ.: 2α = 10 και 2β = 8 και γ = 3 και 
3

5
ε = )

2. Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτοµένων της έλλειψης 2 2C : 4x y 20+ = , οι οποίες

    διέρχονται από το σηµείο ( )M 0,10 .

(Απ.: y 4x 10= +  ή y 4x 10= − + )
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3. Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης µε κέντρο την αρχή των αξόνων, κορυφή το

    σηµείο ( )M 17,0  και µία εστία το σηµείο ( )E 8,0 .

(Απ.: 

2 2x y
1

2 217 15
+ =

 
 
 

)

4. Να βρείτε τη σχετική θέση της ευθείας y 4x 9= +  ως προς την έλλειψη 2 22x y 9+ = .

(Απ.: Εφάπτεται στο σηµείο ( )M 2,1− ))

5. ∆ύο ελλείψεις έχουν εξισώσεις 2 25x 3y 64+ =  και 2 23x 5y 64+ = . Να δειχθεί ότι τα

    κοινά σηµεία τους ανήκουν στον κύκλο µε εξίσωση 2 2x y 16+ = .

6. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων της έλλειψης 2 2C : 4x y 20+ =  οι οποίες:

α. Είναι παράλληλες προς την ευθεία : 4x y 4 0ε + + =
β. Είναι κάθετες στην ευθεία : x 4y 12 0ε + + = .

(Απ.: α. y 4x 10= − +   ή y 4x 10= − − ,  β. y 4x 10= +   ή y 4x 10= − ))

7. ∆ίνεται η έλλειψη  
2 2

2 2

x y
1

α β
+ = .

α. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο Ε΄ΒΕΒ΄ είναι ρόµβος (Ε΄ και Ε οι εστίες, Β και Β΄ τα

     άκρα του µικρού άξονα).

β. Να βρεθεί το εµβαδόν του ρόµβου.

(Απ.: β. 
2 22β α β− ))

8. Να συγκριθούν οι εκκεντρότητες των ελλείψεων :

2 2

1 2 2

x y
C : 1

α β
+ =  και 

2 2

2 4 4

x y
C : 1

α β
+ = , µε α > β.

(Απ.: ( )2 1ε ε> )

9. Αν  είναι η εφαπτοµένη της έλλειψης 
2 2

2 2

x y
C : 1

β α
+ =  στο ( )1 1 1x , yΜ , να αποδείξετε

ότι η κάθετη στην (ε) έχει συντελεστή διεύθυνσης 
2

1
2

1

yβ
λ ·

xα
= .

10. ∆ίνεται η έλλειψη 
2 2

2 2

x y
C : 1

α β
+ = . Να αποδείξετε ότι και η έλλειψη µε εξίσωση

2 2 2 2

2 2

κ x κ y
C΄ : 1

α β
+ =  έχει την ίδια εκκεντρότητα µε τη C.
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11.  ∆ίνεται η έλλειψη 2 2x 2y 2+ =  και το σηµείο ( )A 2,3 . Φέρουµε από το Α τις εφαπ-

τόµενες της έλλειψης και έστω Β, Γ τα σηµεία επαφής. Να υπολογίσετε την απόσταση

του Α από τη χορδή ΒΓ.

( )10Απ. :

12. ∆ίνεται η έλλειψη 
2 2

2 2

x y
1

α β
+ =  και τα σηµεία της Α, Β τέτοια ώστε η γωνία 

οˆΑΟΒ 90= .

(Ο  είναι η αρχή των αξόνων). Αν οι εφαπτόµενες της έλλειψης στα Α, Β τέµνονται στο

σηµείο Μ,  να βρείτε το γεωµετρικό τόπο του σηµείου Μ όταν η γωνία ΑΟΒ στρέφεται

γύρω από το Ο.

2 2

2 2

x y
1

2α 2β

 
+ = 

 
Απ. :

13. ∆ίνεται η έλλειψη µε εξίσωση  

2 2x y
1

19 18
+ = . Να βρεθεί ο κύκλος µε διάµετρο το τµήµα

      Ε΄Ε, όπου Ε , Ε΄  οι  εστίες της έλλειψης.

(Απ.: 2 2x y 1+ = )

14. Να βρεθεί η εξίσωση της έλλειψης µε κέντρο την αρχή, εστιακή απόσταση 4 και εκκε

      ντρότητα 1 2 .

2 2 2 2x y x y
1 ή 1

16 12 12 16

 + = + =  
Απ. :

15. Να βρείτε τη σχετική θέση της ευθείας y x 2= +  ως προς την έλλειψη 2 2x 4y 16+ = .

(Απ.: Τέµνει την έλλειψη)

16. Να βρεθεί η εξίσωση της καµπύλης στην οποία κινείται σηµείο Μ του επιπέδου, για το

      οποίο ισχύει ( ) ( )MA MB 4+ = , µε ( )A 1,0− και ( )B 1,0 .

2 2x y
1

4 3

 + =  
Απ. :

17. Να αποδείξετε ότι τα σηµεία ( )M x, y  µε x 4συνθ= , y 3ηµθ= , [ ]θ 0,2π∈  ανήκουν

σε έλλειψη της οποίας να βρείτε την εξίσωση.

2 2x y
1

4 3

 + =  
Απ. :
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18. ∆ίνεται έλλειψη ( ) 2 2c : 4x 7y 36+ = . Να αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από το

σηµείο ( )M 3,4  και είναι παράλληλη προς την ευθεία x 2y 7 0− + =  εφάπτεται της

( )c .

(Απ.: 
9 8

,
5 5

 −    είναι το σηµείο επαφής)

19. Η εξίσωση µιας χορδής της έλλειψης 2 2x 4y 100+ =  είναι x 6y 40+ = . Να βρεθούν οι

       συντεταγµένες του µέσου Μ της χορδής.

( )( )Είναι Μ 4,6Απ. :

20. Η έλλειψη 2 2x 4y 16+ =  τέµνει τον  άξονα y΄y στα σηµεία Β, Β΄ και τον αρνητικό

ηµιάξονα Οx΄ στο Α΄. ∆είξτε ότι ο κύκλος που διέρχεται απο τα σηµεία Β, Β΄ και Α΄ έχει

εξίσωση 2 2x y 3x 4 0+ + − = .

21. Να βρεθεί η χορδή της έλλειψης 

2 2x y
1

16 9
+ =  που έχει µέσο το σηµείο ( )M 2,1 .

( )8x 9y 25 0+ − =Απ. :

22. ∆ίνεται η έλλειψη 2 2x 4y 16+ = . Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της έλλειψης που διέρ-

χονται από το σηµείο ( )4,4− .

1
y x 18, x 4

2
 = + = −  
Απ. :

23. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της έλλειψης 
2 2x y

1
16 4

+ =  που είναι παράλληλες στην

ευθεία y x 4= + .

( )y x 20 , y x 20= + = −Απ. :

24. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της έλλειψης 2 2x 4y 16+ =  που είναι κάθετες στην ευθεία

x y 5 0+ + = .

( )y x 20 , y x 20= + = −Απ. :
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Ε. ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

∆ίνεται η έλλειψη  βα,βαyαxβ 222222 >=+  µε εστίες Ε,Ε΄. Η κάθετη στο σηµείο Ρ της

έλλειψης τέµνει το µικρό άξονα στο Α. ∆είξτε ότι το τετράγωνο της απόστασης του Α

από µια από τις εστίες ισούται µε: ( )( )Ρ΄Ε·ΕΡ
β

βα
2

22 −
 .

(Yπ.: ∆είξτε ότι ( ) ( )( )
2 2

2
α β

Ε΄Ρ ΕΡ Ε΄Ρ
β

−= . Υποθέστε ότι

( )Ρ ασυνφ,βηµφ  και υπολογίστε τις αποστάσεις  Ε΄Ρ  και ΕΡ. Είναι

( )Ε΄Ρ γσυνφ α= +  και ( )ΕΡ γσυνφ α= − )
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Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Oρισµός

Υπερβολή ονοµάζεται ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων

του επιπέδου, των οποίων η διαφορά των αποστάσεων από

δύο σταθερά σηµεία Ε και Ε΄ είναι σταθερή και µικρότερη

απο την απόσταση των δύο σηµείων. Τα δύο αυτά σηµεία,  Ε

και Ε΄ τα ονοµάζουµε εστίες και τη µεταξύ τους απόσταση

εστιακή απόσταση και τη συµβολίζουµε µε 2γ.

Την απόλυτη τιµή της διαφοράς των αποστάσεων του τυχαίου

σηµείου της υπερβολής από τις δύο εστίες τη συµβολίζουµε µε

2α

Είναι: |(ΜΕ) - (ΜΕ΄)| = 2α

Η εξίσωση της υπερβολής ως προς σύστηµα συντεταγµέ-

νων Οxy µε άξονα x΄x την ευθεία που διέρχεται από τα Ε και

Ε΄ και άξονα y΄y την µεσοκάθετο του ΕΕ΄ είναι:

2 2

2 2

x y
1− =

α β
   , όπου β2 = γ2 - α2.

Η εξίσωση της υπερβολής ως προς σύστηµα συντεταγµέ-

νων Οxy µε άξονα y΄y την ευθεία που διέρχεται από τα Ε και

Ε΄ και άξονα x΄x  την µεσοκάθετο του ΕΕ΄ είναι:

2 2

2 2

y x
1− =

α β
  , όπου β2 = γ2 - α2.

x

y



158. Υπερβολή

Εξίσωση εφαπτοµένης

Έστω η υπερβολή C µε εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1− =

α β
. H εξίσωση

της εφαπτοµένης της υπερβολής C στο σηµείο της Μ(x
1
,y

1
)

είναι :

     
1 1

2 2

xx yy
1− =

α β

Έστω η υπερβολή C µε εξίσωση 
2 2

2 2

y x
1− =

α β
. H εξίσωση

της εφαπτοµένης της υπερβολής C στο σηµείο της Μ(x
1
,y

1
)

είναι :

     
1 1

2 2

yy xx
1− =

α β

• Μνηµονικός κανόνας για την εύρεση της εξίσωσης της

εφαπτοµένης  σε υπερβολή :

Έστω ότι αναζητούµε την εξίσωση της εφαπτοµένης της υπερβολής 
2 2

2 2

x y
1− =

α β
στο ση-

µείο ( )1 1x , yΜ .

α. Γράφουµε την εξίσωση της υπερβολής :  
2 2

2 2

x y
1− =

α β
(1)

β. Επειδή 
2x x·x=  και 

2y y·y=  έχουµε από την (1) : 
2 2

x·x y·y
1− =

α β
.

γ. Στο δεύτερο x και y θέτουµε 1x  και 1y αντίστοιχα και έχουµε 1 1
2 2

x·x y·y
1− =

α β
, που είναι

και η ζητούµενη εξίσωση.

Οµοίως εργαζόµαστε και στην υπερβολή  
2 2

2 2

y x
1− =

α β
.

Ιδιότητες υπερβολής

Έστω µια υπερβολή C, µε εξίσωση :  
2 2

2 2

x y
1− =

α β
.

α. Έχει άξονες συµµετρίας τον  x΄x  και τον  y΄y και
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κέντρο συµµετρίας την αρχή των αξόνων Ο(0,0).

∆ηλαδή ,αν το σηµείο ( )1 1 1x , yΜ  ανήκει στην υπερβολή τότε ανήκουν στην υπερβολή

και τα σηµεία ( )2 1 1x , yΜ − , ( )3 1 1x , yΜ − , ( )4 1 1x , yΜ − − .

β. Τέµνει τον άξονα x΄x στα σηµεία Α(α,0) και Α΄(-α,0) τα

      οποία λέγονται κορυφές της υπερβολής.

∆εν τέµνει τον άξονα y΄y.Το Ο λέγεται κέντρο της υπερβο-

λής.

γ. Η υπερβολή C αποτελείται από δύο ξεχωριστούς κλά-

δους. Οι δύο αυτοί κλάδοι βρίσκονται εκτός της ταινίας

των ευθειών x = -α και x = α.

Γενικά για κάθε σηµείο της υπερβολής µε συντεταγµένες

( )x, y  ισχύει : 
x

x

≤ −α 
 ≥ α 

Ασύµπτωτες υπερβολής

Η υπερβολή 
2 2

2 2

x y
1− =

α β
έχει ασύµπτωτες τις ευθείες

1 : y x
βε =
α

και 2 : y x
βε = −
α

Οι ασύµπτωτες της υπερβολής είναι οι διαγώνιοι του ορθο-

γωνίου ΚΛΜΝ µε κορυφές τα σηµεία ( ),Κ α β , ( ),Λ α −β ,

( ),Μ −α −β , ( ),Ν −α β  το οποίο λέγεται ορθογώνιο βάσης

της υπερβολής.

• Μνηµονικός κανόνας για τις ασύµπτωτες των υπερβολών:

Οι ασύµπτωτες των υπερβολών C
1
:

2 2

2 2

x y
1− =

α β
 και  C

2
: 

2 2

2 2

y x
1− =

α β
βρίσκονται αν παραγο-

ντοποιήσουµε το πρώτο µέλος των παραπάνω εξισώσεων και  θέσουµε κάθε παράγοντα

ίσο µε το µηδέν.

Εκκεντρότητα υπερβολής

Έστω η υπερβολή C µε εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1− =

α β
 . Ονοµάζουµε εκκεντρότητα της υπερβολής

και τη συµβολίζουµε µε ε το λόγο  
2

2

γ γε = =
α α

  . Είναι  ε  > 1.

Αποδεικνύεται ότι:  2 1
β = ε −
α
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Aπό τη σχέση αυτή καταλαβαίνουµε, ότι η εκκεντρότητα ε

προσδιορίζει το συντελεστή διεύθυνσης 
β
α  της ασυµπτώ-

του της υπερβολής. Εποµένως χαρακτηρίζει το ορθογώνιο

βάσης και τη µορφή της υπερβολής.

Όταν η εκκεντρότητα ε τείνει στο 1, ο λόγος 
β
α  τείνει στο 0,

εποµένως το β τείνει στο 0. Τότε το ορθογώνιο βάσης γίνε-

ται επίµηκες και η υπερβολή γίνεται “κλειστή”.

Β.   ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1

Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής, που έχει εστίες τα σηµεία ( )´ 5,0Ε −  ( )5,0Ε

και διέρχεται από το σηµείο ( )2 2,1Μ .

Λύση

Είναι 5γ = , οπότε 2 2 2 25β = γ −α = −α .

Εποµένως, η εξίσωση της υπερβολής είναι της µορφής:  

2 2

2 2

x y
1

5
− =

α −α
.

Επειδή το σηµείο ( )2 2,1Μ  ανήκει στην υπερβολή, οι συντεταγµένες του  επαληθεύουν

την εξίσωση της, δηλαδή ισχύει:

4 2 2
2 2

8 1
1 14 40 0 10

5
− = ⇔ α − α + = ⇔ α =

α −α
 ή 2 4α =

Επειδή 2 2α < γ  θα είναι 
2 4α =  και εποµένως η εξίσωση της υπερβολής είναι: 

2
2x

y 1
4
− = .

Για να βρούµε την εξίσωση µιας υπερβολής πρέπει να προσδιορίζουµε  τις τιµές

των α, β. ∆εδοµένου, ότι έχουµε τη σχέση 2 2 2γ α β= + , αρκεί  να βρούµε άλλες δύο

σχέσεις. Όταν µας δίνονται οι εστίες, γνωρίζουµε το γ. Όταν µας δίνονται οι κορυ-

φές, γνωρίζουµε τα α και β αντίστοιχα. Όταν µας δίνεται η εκκεντρότητα 
γ

ε
α

 =  
έχουµε µια σχέση ανάµεσα στα α, γ.

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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Παράδειγµα 1

Να βρείτε τις εφαπτόµενες της υπερβολής 2 2C : 25x 4y 100− = , που είναι παράλληλες

στην ευθεία : 3x y 2002 0ε − + = .

Λύση

Έστω ( )1 1x , yΜ  το σηµείο επαφής της εφαπτοµένης και της υπερβολής, τότε η εξίσω-

ση της εφαπτοµένης στο σηµείο Μ είναι : 1 1: 25xx 4yy 100δ − = (1)

Όµως το σηµείο Μ ανήκει και στην υπερβολή που σηµαίνει ότι οι συντεταγµένες του

επαληθεύουν την εξίσωσή της ,δηλαδή : 
2 2

1 1M C 25x 4y 100∈ ⇔ − = (2)

Γνωρίζουµε επίσης ότι η ε είναι παράλληλη στη δ, άρα ισχύει η ισοδυναµία :

1

1

25x
// 3

4yδ εδ ε ⇔ λ = λ ⇔ =             (3)

Από τις σχέσεις (2) και (3) υπολογίζουµε τα 1 1x , y .

1
1 1 1

1
1

22 2
111 1

12y25x 12y x3 x 254y 25...
25

y11y 62525x 4y 100
11

    == =    ⇔ ⇔ ⇔    
     = ±=− =    

Για 1
25

y
11

=  έχουµε 1
12

x
11

=  και για 1
25

y
11

= −  έχουµε 1
12

x
11

= − .

Αντικαθιστούµε στην (1) τις  παραπάνω τιµές των 1x  και 1y και  έχουµε:

3x y 11 0− − =    ή   3x y 11 0− + =
που είναι οι ζητούµενες εξισώσεις των εφαπτοµένων.

Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Να βρείτε, αν υπάρχουν, τις τιµές του κ για τις οποίες η ευθεία : x 2yε + = κ  εφάπτεται

στην  υπερβολή 
2 2C : x y 1− = .

Για να βρούµε την εξίσωση της εφαπτοµένης  υπερβολής  σε σηµείο της Α, προσδιο-

ρίζουµε απο τα δεδοµένα τις συντεταγµένες του σηµείου επαφής Α.

Κατηγορία - Mέθοδος   2
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Λύση

Για να βρούµε τα σηµεία τοµής της ευθείας και της υπερβολής πρέπει να επιλύσουµε το

σύστηµα των εξισώσεών τους :

( )22 2 2

x 2yx 2y

x y 1 2y y 1

= κ − + = κ    ⇔ ⇔   
− = κ − − =      

2 2 2

x 2y

4 y 4y y 1 0

= κ −  
 
κ − κ + − − =  

⇔

2 2

x 2y

3y 4 y 1 0 (1)

= κ −  ⇔  
− κ + κ − =  

Η εξίσωση (1) είναι δευτέρου βαθµού ως προς y. Για να εφάπτεται η ευθεία (1) στην

υπερβολή θα πρέπει να έχει µία µόνο λύση ως προς y. Πρέπει δηλαδή να έχει διακρίνουσα

ίση µε το µηδέν.  ∆ηλαδή

2 2 2 20 16 12 12 0 4 12 0 3∆ = ⇔ κ − κ + = ⇔ κ + = ⇔ κ = −
που είναι αδύνατο.

Κατά συνέπεια και το παραπάνω σύστηµα είναι αδύνατο στο R, άρα δεν υπάρχει Rκ∈
τέτοιος ώστε η ευθεία ε να εφάπτεται της υπερβολής C.

Άσκηση 2

Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής, που έχει τις εστίες της στον άξονα x΄x, συµµετρι-

κές ως προς την αρχή των αξόνων και επίσης:

α. Έχει εστιακή απόσταση (EE΄) = 6 και εκκεντρότητα 
3

2
ε =

β. Έχει εστιακή απόσταση (EE΄) = 4 και ασύµπτωτες τις διχοτόµους των γωνιών των

αξόνων.

Λύση

α. Γνωρίζουµε ότι ( )´ 6 2 6 3ΕΕ = ⇔ γ = ⇔ γ = .

Επίσης 
3 3

2
2

γε = ⇔ = ⇔ α =
α α

. Aκόµα: 2 2 9 4 5β = γ −α = − = .

Άρα τελικά η ζητούµενη εξίσωση της υπερβολής θα είναι: 
2 2 2 2

2 2

x y x y
1 1

4 5
− = ⇔ − =

α β
.

β. Γνωρίζουµε ότι ( )EE´ 4 2 4 2= ⇔ γ = ⇔ γ = .

Μία από τις ασύµπτωτες είναι η y = x οπότε θα έχουµε 1
β = ⇔ α = β
α

.

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2β = γ −α ⇔ γ = β +α ⇔ = α ⇔ α =
Άρα τελικά η ζητούµενη εξίσωση της υπερβολής  είναι :

2 2 2 2
2 2

2 2

x y x y
1 1 x y 2

2 2
− = ⇔ − = ⇔ − =

α β
 (ισοσκελής υπερβολή)
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Άσκηση 3

Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της υπερβολής 2 2C : 9x y 32− = που διέρχονται από το ση-

µείο ( )0, 16Ρ − .

Λύση

Έστω ( )1 1x , yΜ  το σηµείο επαφής της εφαπτοµένης και της υπερβολής. Τότε η εξίσωση

της εφαπτοµένης είναι : 1 19xx yy 32− = (1)

Όµως το σηµείο Μ ανήκει και στην υπερβολή δηλαδή οι συντεταγµένες του  επαληθεύουν

την εξίσωση της. Άρα  ισχύει : 2 2
1 19x y 32− = (2)

Επίσης το σηµείο Ρ ανήκει στην εφαπτοµένη  οπότε :

1 1 19·0·x 16y 32 y 2+ = ⇔ =    (3)

Για να βρούµε τα 1 1x , y  επιλύουµε το σύστηµα των (2) και (3) .Έχουµε :

1 1 1 1

2 2 2 2 2
11 1 1 1

y 2 y 2 y 2 y 2

x 29x y 32 9x 2 32 x 4

= = =      =     ⇔ ⇔ ⇔       = ±− = − = =           

Αντικαθιστούµε στην  (1) τις παραπάνω τιµές για τα 1x  και 1y  και έχουµε :

9·2x 2y 32 9x y 16 0− = ⇔ − − =   ή  ( )9· 2 x 2y 32 9x y 16 0− − = ⇔ + + = ,

που είναι  οι ζητούµενες εξισώσεις των εφαπτοµένων .

Άσκηση 4

Από σηµείο ( )0 0A x , y  εκτός της υπερβολής 
2 2

2 2

x y
1− =

α β
 φέρνουµε δύο εφαπτόµενες

προς την υπερβολή και έστω Β, Γ τα σηµεία επαφής. Να δείξετε ότι η εξίσωση της

ευθείας ΒΓ είναι:  0 0
2 2

xx yy
1− =

α β
  (1)

Λύση

Έστω ( )1 1B x , y  και ( )2 2x , yΓ . Η εφαπτοµένη στο Β έχει

εξίσωση 1 1
1 2 2

xx yy
: 1ε − =
α β

.

Επειδή διέρχεται από το ( )0 0A x , y , ισχύει 0 1 0 1
2 2

x x y y
1− =

α β
Η τελευταία ισότητα µας δίνει την πληροφορία ότι η εξίσω-

ση (1) είναι εξίσωση ευθείας, η οποία διέρχεται από το Β

(αφού οι συντεταγµένες του Β την ικανοποιούν).
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Η εφαπτοµένη στο Γ έχει εξίσωση 2 2
2 2 2

xx yy
: 1ε − =
α β

. Επειδή διέρχεται απο το

( ) 0 2 0 2
0 0 2 2

x x y y
A x , y : 1− =

α β
  (2). Η ισότητα (2) µας λεει ότι η (1) είναι εξίσωση ευθείας η

οποία διέρχεται από το Γ. Επειδή απο δυο σηµεία διέρχεται µόνο µία ευθεία η εξίσωση (1)

παριστάνει την ευθεία ΒΓ.

Ασκηση 5

Να βρεθεί η εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής, η οποία έχει ίδιες εστίες µε την έλλειψη:

2 2x y
1

9 4
+ =

Λύση

Για την έλλειψη έχουµε α = 3, β = 2 και 2 2 2 29 4 5 5γ = α −β = − ⇔ γ = ⇔ γ = . Αφού η

έλλειψη και η υπερβολή έχουν ίδιες εστίες, έχουν ίδιο γ. Η υπερβολή είναι ισοσκελής,

δηλαδή της µορφής 2 2 2x y− = α .

Έχουµε

2 2 2 2 2
2 2 5 52 2 5

2 25

α=β γ = α +β ⇔ γ = α ⇔ α = ⇔ α = ⇔ α =
γ = 

.

Εποµένως η  εξίσωση της ζητούµενης υπερβολής είναι  2 2 5
C : x y

2
− = .

Ασκηση 6

∆ίνεται η υπερβολή  

2 2x y
1

9 16
− = . Να βρεθεί το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζε-

ται από την ευθεία y = 4 και τις ασύµπτωτες της υπερβολής.

Λύση

Επειδή  α = 3 και β = 4 οι ασύµπτωτες έχουν εξισώσεις

1
4

: y x
3

ε =   και  2
4

: y x
3

ε = − .

Απο το σύστηµα των ε
1 
και y = 4 θα προσδιορίσουµε τις

συντεταγµένες του Β. Είναι

4
x 3y x

3
y 4

y 4

 == ⇔ == 

  , δηλαδή ( )B 3,4 .
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Απο το σύστηµα των ε
2 
και y = 4 θα προσδιορίσουµε τις  συντεταγµένες του Α. Είναι

4
x 3y x

3
y 4

y 4

 = −= − ⇔ == 
  , δηλαδή ( )A 3,4− .

Είναι ( )OA 3,4
→

= − , ( )OB 3,4
→

=  και  
� 3 4

det OA,OB 24
3 4

→ →  −
= = −   

.

Εποµένως ( )
�1 1

OAB det OA,OB ·24 12
2 2

→ → 
= = =   

.

Άσκηση 7

Να εξετάσετε τι γραµµή παριστάνει η εξίσωση :

2 2

2 2

x y− = µ
α β

 , , , Rα β µ∈  (1) Rµ∈ , µε α > β.

Λύση

α. Αν 0µ ≠  τότε  ( )
2 2

2 2

x y
1 1⇔ − =

α µ β µ
(2)

 i. Αν µ > 0 τότε ( )
( ) ( )

2 2

2 2

x y
2 1⇔ − =

α µ β µ
 , η οποία παριστάνει υπερβολή µε παραµέ-

τρους : Α = α µ , Β = β µ  και 2 2 2 2 2Γ = Α +Β = µα +µβ  , οπότε έχει εστίες

( )2 2 ,0Ε µα +µβ       και     ( )2 2
΄ ,0Ε − µα +µβ .

ii . Aν µ < 0 τότε ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

y x
2 1⇔ − =

β −µ α −µ
 ,  µε Α = β µ , Β = α µ  και

2 2 2Γ = β µ +α µ  , οπότε οι εστίες της είναι ( ) ( )2 2 2 20, , ΄ 0,Ε β µ + α µ Ε − β µ + α µ

β. Αν µ = 0 τότε ( )
2 2

2 2

x y x y x y x y
1 0 0 0

  ⇔ − = ⇔ − + = ⇔ − =  α β α β α βα β   
 ή 

x y
0+ =

α β

∆ηλαδή η (1) παριστάνει τις ευθείες  βx - αy = 0  και  βx + αy = 0.

Άσκηση 8

∆ίνεται η υπερβολή 2 2x y 1− =  και το σηµείο Μ (1, 2). Από το Μ φέρνουµε τις εφαπτό-

µενες προς την υπερβολή και έστω Β, Γ είναι τα σηµεία επαφής.
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α. Να προσδιορισθεί η εξίσωση της ΒΓ.

β. Να υπολογισθεί η απόσταση του Μ από τη ΒΓ.

γ. Να υπολογισθεί το εµβαδόν του τριγώνου ΜΒΓ.

Λύση

α. Η ΒΓ έχει εξίσωση 1 1B : xx yy 1Γ − =  όπου ( )1 1x , y

είναι το σηµείο από το οποίο άγονται οι εφαπτόµενες.

 Οπότε B : x 2y 1Γ − = .

β. Είναι ( ) 1 1 2·2 1 4 4 5
d M, B

51 4` 5

⋅ − −
Γ = = =

+
.

γ. Το εµβαδόν του τριγώνου ΜΒΓ
�

 είναι  ( ) 1
·

2
ΜΒΓ = ΒΓΜΚ , όπου ΜΚ η απόσταση του

Μ από τη ΒΓ. Για να βρούµε τα Β, Γ λύνουµε το σύστηµα των  εξισώσεων της ευθείας ΒΓ

και της υπερβολής :

( )22 2 2x y 1 2y 1 y 1

x 2y 1 x 2y 1

− = + − = ⇔ ⇔ 
− =  = +  

2 2 24y 4y 1 y 1 3y 4y 0

x 2y 1 x 2y 1

 + + − = + = ⇔ ⇔ 
= + = +  

( )
4 4

y 0 ή y y 0 ή y
y 3y 4 0 3 3

8 5x 2y 1 x 1 ή x 1 x 1 ή x
3 3

 = = − = = − + =   ⇔ ⇔  
= +   = = − + = = −

  

Εποµένως , είναι ( )1,0Γ  και 
5 4

,
3 3

 Β − −  
.

Έτσι ( )
2 2 2 2

5 4 8 4 64 16 80
1

3 3 3 3 9 3

+       ΒΓ = + + − = + − = =              
 και το εµβαδόν του

τριγώνου ΜΒΓ είναι ( ) 1 80 4 2 8
4

2 3 3 35
ΜΒΓ = ⋅ ⋅ = =  τ.µ .

Άσκηση 9

Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων, οι οποίοι διέρχονται από το

σηµείο ( )A 2,0  και εφάπτονται εξωτερικά του κύκλου ( )2 2C : x 1 y 1+ + =
Λύση

Το κέντρο του κύκλου C είναι το ( )K 1,0−  και η ακτίνα του ρ = 1.

Έστω Μ τυχαίο σηµείο του γεωµετρικού τόπου.

Είναι
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )MK MB BK MK MA BK= + ⇔ = + ⇔

( ) ( ) ( ) ( ) ( )MK MA BK MK MA 1⇔ − = ⇔ − =

Εποµένως η διαφορά των αποστάσεων του σηµείου Μ

από τα σταθερά σηµεία Κ και Α είναι σταθερή και ίση

µε 1. Το σηµείο Μ λοιπόν, ανήκει στην υπερβολή µε

εστίες τα Κ, Α και σταθερή διαφορά 
1

2 1
2

α = ⇔ α = .

Η εστιακή της απόσταση είναι ( ) 3
3 2 3

2
ΚΑ = ⇔ γ = ⇔ γ = .

Εποµένως 2 2 2 2 9 1 8
2 2

4 4 4
β = γ −α ⇔ β = − = = ⇔ β = . Ο ζητούµενος γεωµετρικός τό-

πος είναι ο δεξιός κλάδος (ΜΚ > ΜΑ) της υπερβολής   
2 2 2

2x y y
1 4x 1

1 2 2
4

− = ⇔ − = .

Άσκηση 10

∆ίνεται η υπερβολή 
2 2

2 2

x y
C : 1− =

α β
. Να δείξετε ότι:

α. Η απόσταση της εστίας Ε(γ,0) από την ασύµπτωτη y x
β=
α  ισούται µε β.

β. To εµβαδόν του τριγώνου, που σχηµατίζεται από µια τυχαία εφαπτοµένη της

υπερβολής και τις ασύµπτωτες είναι σταθερό και ίσο µε αβ.

Λύση

α. Η ασύµπτωτη (ε
1
) έχει εξίσωση

1 : y x x y 0
βε = ⇔ β −α =
α

.

Η εστία Ε έχει συντεταγµένες Ε(γ, 0).

Εποµένως η απόσταση της Ε από την (ε
1
)είναι:

( )1 2 2
d E,

βγ βγε = = = β
γβ + α

.

β. Υπολογίζουµε τις συντεταγµένες των σηµείων τοµής της

εφαπτόµενης (ε) µε την ασύµπτωτη (ε
1
) και της εφαπτο-

µένης µε την ασύµπτωτη (ε
2
) .

Η εφαπτοµένη στο τυχαίο σηµείο ( )1 1x , yΑ  της υ-
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περβολής έχει εξίσωση

( ) 2 2 2 21 1
1 12 2

xx yy
: 1 x x y yε − = ⇔ β −α = α β
α β .

Η ασύµπτωτη (ε
1
) έχει εξίσωση y x

β=
α

και η (ε
2
) έχει εξίσωση y x

β= −
α

.

Έτσι έχουµε:  

2 2 2 22 2 2 2
1 11 1

1

x x y x: x x y y

: y x y x

β β −α = α βε β −α = α β   α⇔ ⇔ β βε =  =α  α

22

1 11 1
2

1 1

xx
x yx y

yy x
x y

 α β α β == β −α β −α⇔ ⇔ 
αββ  ==  β −αα 

.  Εποµένως 
2 2

1 1 1 1

B ,
x y x y

 α β αβ
 β −α β −α 

Ακόµα έχουµε  

2

2 2 2 2
1 1

1 1

2
2

1 1

x: x x y y x y
...

: y x
y

x y

 α β= ε β −α = α β β +α ⇔ ⇔ βε = − αβ  = −α  β + α

Εποµένως 
2 2

1 1 1 1

,
x y x y

 α β αβΓ − β + α β +α 
.

Το εµβαδόν του τριγώνου ΟΒΓ δίνεται από τον τύπο ( ) 1
det O ,

2

→ → ΟΒΓ = Β ΟΓ  
.

Έχουµε: 
2 2

1 1 1 1

O ,
x y x y

→  α β αβΒ =  β −α β −α 
 και 

2 2

1 1 1 1

O ,
x y x y

→  α β αβΓ = − β + α β +α 
.

Εποµένως ( )

2 2

3 3
1 1 1 1

2 2 2 22 2
1 1

1 1 1 1

x y x y1 1
| | 2

2 2 x y

x y x y

α β αβ
β −α β −α α βΟΒΓ = =

β −αα β αβ−
β +α β +α

(1)

Το σηµείο Α ανήκει στην υπερβολή.

Εποµένως ισχύει:  

2 2
2 2 2 2 2 21 1

1 12 2

x y
1 x y− = ⇔ β −α = α β

α β
    (2)
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Η (1) γίνεται σύµφωνα µε την (2): ( )
3 3

2 2

α βΟΒΓ = = αβ
α β

.

Άσκηση 11

Να δείξετε ότι το σηµείο 
1

,
 Μ εφθ συνθ 

, ,
2 2

π π θ∈ −  
 κινείται σε υπερβολή. Να βρεί-

τε τις κορυφές Α, Α΄, τις εστίες της Ε και Ε΄ και τις ασύµπτωτες.

Λύση

Έστω ( )x, yΜ . Τότε 
1

x =
συνθ

και y = εφθ. Απο την ταυτότητα 2
2

1
1= + εφ θ

συν θ
παίρνου-

µε : 2 2 2 2x 1 y x y 1= + ⇔ − = .

Εποµένως το Μ κινείται  στην υπερβολή µε εξίσωση : 2 2x y 1− = .

Επειδή ,
2 2

π π θ∈ −  
 είναι συνθ > 0 x 0⇔ > , δηλαδή το Μ κινείται στο δεξιό κλάδο της

παραπάνω ισοσκελούς υπερβολής. Είναι α = 1, β = 1 και 2γ = .

Εποµένως η υπερβολή έχει κορυφές ( ) ( )A 1,0 ,A´ 1,0− , εστίες ( )E 2,0  και ( )E´ 2,0−

και ασύµπτωτες τις ευθείες y x=  και y x= −

Άσκηση 12

Να βρεθεί συνθήκη ώστε η ευθεία ( ) : y x kε = λ +  να εφάπτεται στην υπερβολή

2 2

2 2

x y
C : 1− =

α β
.

Λύση

Η ευθεία και η υπερβολή εφάπτονται αν και µόνο αν, το σύστηµα των εξισώσεων τους έχει

µοναδική λύση (διπλή ρίζα).

Έχουµε:

( )22 2 2

2 2 2 2

y x ky x k

x y x kx1 1

= λ + = λ + 
⇔ ⇔λ + − = − = α β α β 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2

y x ky x k

x 2 k x 0 (1)x x k

= λ += λ +  ⇔ ⇔  β −α λ − α λ −α β −α κ =β −α λ + = α β   
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Η εξίσωση (1) είναι δευτέρου βαθµού ως προς x.

Απαιτούµε να έχει διπλή ρίζα, έτσι

( )( )4 2 2 2 2 2 2 2 2 20 4 k 4 k 0∆ = ⇔ α λ − β −α λ −α −α β = ⇔  2 2 2 2k +β = α λ (2)

Η (2) είναι η ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η ευθεία (ε) να εφάπτεται στην υπερβολή C.

Άσκηση 13

∆ίνεται η υπερβολή 2 2C : 9x y 32− = . Να δείξετε, ότι η ευθεία (ε) η οποία διέρχεται

από το σηµείο ( )M 2, 2−  της υπερβολής και είναι κάθετη στην ευθεία : x 9y 18 0δ − + =
εφάπτεται στην υπερβολή C.

Λύση

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας (δ) είναι 
1

9δλ = .

Επειδή ( )( ) 1 9ε δ εε ⊥ δ ⇔ λ λ = − ⇔ λ = − .

Η ευθεία (ε) διέρχεται από το σηµείο ( )2, 2Μ −  και έχει

συντελεστή διευθυνσης 9ελ = − .

Εποµένως η εξίσωσή της είναι:

( )y 2 9 x 2 y 9x 16+ = − − ⇔ = − + .

Λύνουµε το σύστηµα της (ε) και της υπερβολής C

( )22 2 229x y 32 x 4x 4 0 (1)9x 9x 16 32

y 9x 16 y 9x 16y 9x 16

− = − + =− − + = ⇔ ⇔ 
= − + = − + = − +  

H εξίσωση (1) είναι δευτεροβάθµια ως προς x και έχει ∆ =

0. Εποµένως η εξίσωση, αλλά και το σύστηµα έχουν µοναδική λύση. Αυτό σηµαίνει ότι η

ευθεία εφάπτεται στην υπερβολή.

Άσκηση 14

∆ίνεται η εξίσωση  
2 2x y

1
16 4

+ =
λ − λ −

(1)

Να εξετασθεί τι γραµµή παριστάνει για κάθε τιµή του { }R 4,16λ∈ − . Να βρεθούν οι

εστίες της κάθε καµπύλης.

Λύση

α. 
A 16 0 16

16
4 0 4

ν λ − > λ > 
⇔ ⇔ λ > και λ − > λ > 

 , η (1) παριστάνει έλλειψη της µορφής 
2 2

2 2

x y
1+ =

β α

M



171.Υπερβολή

µε 2 16β = λ −  και 2 4α = λ − ( )α > β .

Οπότε 
2 2 2 4 16 12 2 3γ = α −β = λ − −λ + = ⇔ γ =  και οι εστίες της έλλειψης είναι

( )0, 2 3Ε  και ( )´ 0, 2 3Ε − .

β. Αν 4 < λ < 16 ισχύει λ - 16 < 0 και λ - 4 > 0 όποτε θέτουµε 216−λ = β  και 24λ − = α  και

η (1)  γίνεται 
2 2 2 2

2 2

y x y x
1 1.

4 16
− = ⇔ − =

λ − −λ α β
 ,η οποία είναι εξίσωση υπερβολής.

Ισχύει: 
2 2 2 2 4 16 12 2 3γ = α +β ⇔ γ = λ − + −λ = ⇔ γ = .

Οπότε ( )0, 2 3Ε  και ( )´ 0, 2 3Ε −  είναι οι εστίες της υπερβολής αυτής.

γ. Αν λ < 4 ισχύει λ - 16 < 0 και λ - 4 < 0 οπότε η (1) γίνεται

2 2 2 2x y x y
1 1

16 4 16 4
− − = ⇔ + = −

−λ −λ −λ −λ
 (2)

Θέτουµε 216 −λ = α  και 24−λ = β  και έχουµε: (2) 
2 2

2 2

x y
1⇔ + = −

α β
  ,που είναι προφα-

νώς αδύνατη.

∆.        ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 2 2x 4y 4− =  είναι εξίσωση υπερβολής και να βρεθούν οι

     εστίες της και η εκκεντρότητά της.

(Υπ.:  ( )E 5,0  και ( )E´ 5, 0−  και 
5

2
ε = )

2. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων της υπερβολής 2 2C : 9x y 32− =  που είναι

    παράλληλες προς την ευθεία : 9x y 9 0ε + + = .

(Απ.: y 9x 16= − +   ή  y 9x 16= − − )

3. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων της υπερβολής 
2 2

C :
x y

1
9 4
− =  που διέρ

    χονται από το σηµείο ( )M 3,4 .                                                  (Απ.: x 3=    ή  
5 3

y x
6 2

= + )
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4. Να βρείτε τις κορυφές, τις εστίες και την εκκεντρότητα της υπερβολής µε εξίσωση 
2 2y x

1
25 1

− = .

(Απ.: ( )A 0,5  και ( )A´ 0, 5−  και ( )0, 26Ε  και ( )´ 0, 26Ε −  και 
26

5
ε = )

5. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζεται από τις ασύµπτωτες της υπερβο-

λής 
2 2

C :
x y

1
9 4
− =  και την ευθεία y 2= .

( Απ.: 
16

3
)

6. ∆ίνεται η υπερβολή 
2 2

C :
x y

1
4 5
− = . Να βρεθεί η εκκεντρότητά της και οι εστίες της. Επιπλέον

να βρεθούν και οι ασύµπτωτες της υπερβολής.

( Απ.: 
3

2
ε =  και ( )0,3Ε  και ( )´ 0, 3Ε − )

7. Να βρεθούν οι ασύµπτωτες της υπερβολής 
2 2

C :
x y

1
4 5
− = .

(Απ.: 
2

y x
3

= ± )

8. Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής αν έχει εστιακή απόσταση 2γ = 20 ασύµπτωτες y x
3

4
= ±

   και οι εστίες της είναι στον άξονα x΄x.

(Απ.: 

2 2x y
1

36 64
− = )

9. Να βρεθεί η εξίσωση της χορδής της υπερβολής 
2

2x
C : y 1

4
− = , η οποία έχει µέσο το

   σηµείο ( )M 3, 1− .

  (Απ: 3x 4y 5 0+ − = )

10. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 2 29x 16y 144− =  παριστάνει υπερβολή και να βρεθούν οι

     κορυφές, οι εστίες και η εκκεντρότητα αυτής.

( ) ( ) ( ) ( ) 5
A ' 4,0 , A 4,0 , E ' 5,0 , E 5,0 , ε

4
 − − =  
Απ. :



173.Υπερβολή

11. Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής µε κέντρο την αρχή, εστία το σηµείο ( )8,0  και κορυφή

το ( )6,0 .

2 2x y
1

36 28

 − =  
Απ. :

12. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου που είναι τέτοια ώστε η απόστα-

σή τους από το σηµείο ( )A 8,0  να είναι διπλάσια της απόστασής τους από την ευθεία x 2= .

2 2x y
1

16 48

 − =  
Απ. :

13. Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής που διέρχεται από το σηµείο ( )4,6  και έχει ασύµπτωτες

τις ευθείες y 3 x= ±  και εστίες στον άξονα x΄x.

2 2x y
1

4 12

 − =  
Απ. :

14. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της υπερβολής 
2 2x y

c : 1
9 4
− =  που άγονται από το σηµείο

     ( )A 1,1 .

( )1 41
y 1 x 1

8

 ±− = −  
Απ. :

15. Να βρεθεί η συνθήκη για να εφάπτεται η ευθεία y λx k= +  στην υπερβολή µε εξίσωση

      

2 2

2 2

x y
1

α β
− = .

( )2 2 2 2κ α λ β= −Απ. :

16. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της υπερβολής 2 29x y 32− =  που διέρχονται από το σηµείο

( )0, 16− .

( )y 9x 16, y 9x 16= − = − −Απ. :

17. Να αποδειχθεί ότι κάθε ευθεία που διέρχεται από το σηµείο ( )1,4  και είναι παράλληλη προς

την ευθεία x y 1 0− + =  εφάπτεται στην υπερβολή: 2 2x 4y 12− = .
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Ε. ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

∆ίνεται η ισοσκελής υπερβολή  2 2c : x y 4− = . Έστω ( )0 0M x , y  ένα σηµείο της στο 1ο

τεταρτηµόριο. Θεωρούµε την εφαπτοµένη (ε) της υπερβολής σε σηµείο της Μ, που

σχηµατίζει µε τους άξονες τρίγωνο µε εµβαδόν Ε. Έστω (η) η κάθετη στην εφαπτοµένη

στο σηµείο Μ, που σχηµατίζει µε τις ασύµπτωτες της (c) τρίγωνο εµβαδού Ε
1
.

Έστω Ε
2
 το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζεται από την εφαπτοµένη στο σηµείο Μ

και τις ασύµπτωτες της (c).

Να αποδείξετε ότι :  2

1E E 64= και ( )2 3
1 2E E E= .

(Υπ.:  Γράψτε την εξίσωση της εφαπτοµένης στο Μ και της κάθετης της εφαπτοµένης στο Μ

 και βρείτε τα σηµεία τοµής αυτών µε τους άξονες και τις ασύµπτωτες).
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Α.       ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΠΑΓΩΓΗ

Στο κεφάλαιο των προόδων έχει αποδειχθεί ότι ο ισχυρισµός

( )
( )v v 1

P v :1 2 3 ... v
2

++ + + + = , 
*v N∈

είναι αληθής (ως άθροισµα ν πρώτων όρων αριθµητικής προόδου µε 1α 1=  και ω 1= )

δηλαδή.

( )1 1 1
1 1 1

2

+= ⇔ =                 (προφανές)

( )2 2 1
1 2 3 3

2

++ = ⇔ =        (προφανές)

( )3 3 1
1 2 3 6 6

2

++ + = ⇔ =  (προφανές)

........................................................................

........................................................................

( )
( )ν ν 1

1 2 3 ... ν 1 ν
2

++ + + + − + =    (ισχύει όπως έχει αποδειχθεί)

Ο παραπάνω ισχυρισµός ( )P ν  αν και επαληθεύεται από πάρα πολλές διαδοχικές τιµές

του *v N∈  χωρίς την βοήθεια των προόδων δεν θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε ότι

ισχύει για κάθε 
*v N∈ .

Γεννιέται λοιπόν η ανάγκη µιας µεθόδου που να αποδεικνύει την ισχύ ανάλογων ισχυρι-

σµών ( )P ν  για κάθε τιµή του θετικού ακέραιου ν ή για κάθε 0 0v , *ν ≥ ν ∈ Ν .

Η αποδεικτική αυτή µέθοδος λέγεται µαθηµατική ή τέλεια επαγωγή και στηρίζεται στην

λεγόµενη “αρχή της µαθηµατικής επαγωγής” η οποία διατυπώνεται ως εξής:
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Έστω ( )P ν  ένας ισχυρισµός που αναφέρεται στους θετικούς ακέραιους. Αν

α. ο ισχυρισµός είναι αληθής για τον ακέραιο 1 δηλαδή ο ( )P 1  είναι αληθής και

β. η αλήθεια του ( )P ν  συνεπάγεται την αλήθεια του ( )P v 1+  για κάθε ν.

Τότε ο ισχυρισµός ( )P ν  αληθεύει για όλους τους θετικούς ακέραιους ν.

Σε αρκετές περιπτώσεις η αλήθεια του ισχυρισµού ( )P ν  “ξεκινάει” από 0v v= , 
*v N∈  και

0v 2=  ή 0v 3=  ή .... οπότε επιβεβαιώνουµε την αλήθεια του ισχυρισµού για v 2=  ή

v 3=  ή ... , ανάλογα .

Για παράδειγµα

α. Αν α ακέραιος µε α 1>  ισχύει ( )να 1 ν α 1− > − , για  κάθε ν 2≥ . Είναι φανερό ότι για ν 1=
έχουµε

( )1α 1 1 α 1 α 1 α 1− > − ⇔ − > −  που δεν ισχύει.

β. Ισχύει  ν 3ν 3<  , για  κάθε ν 4≥ .

Είναι φανερό ότι για ν 1=  έχουµε 1 3 31 3 1 3< ⇔ <  , που ισχύει

  για ν 2=  έχουµε 
2 3 232 3 2 3< ⇔ <  , που ισχύει

  για ν 3=  έχουµε 
3 33 3<  , που δεν ισχύει

Β. ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ     ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1

Να αποδείξετε ότι : α.  
( )( )

2 2 2 2 ν ν 1 2ν 1
1 2 3 ... ν

6

+ ++ + + + = , για κάθε ∗ν ∈ Ν

β. 
( ) 2

3 3 3 3 ν ν 1
1 2 3 ... ν

2

+ + + + + =   
, για κάθε ∗ν ∈ Ν

Λύση

Έστω P(ν) η παραπάνω ισχυρισµοί:

α.  • Για ν 1=  έχουµε 
( )( )

2 1 1 1 2 1 1
1 1 1

6

+ ⋅ += ⇔ =  δηλαδή ο ( )Ρ 1  είναι αληθής.

Για την απόδειξη ισχυρισµού ( )P ν  που αναφέρεται σε ισότητα ακολουθούµε

αυστηρά τα βήµατα της επαγωγικής µεθόδου που προαναφέραµε.

Σχετική δυσκολία παρουσιάζεται στο “πέρασµα” από την αλήθεια του ( )P ν

στην αλήθεια του ( )P v 1+ διότι αρκετές φορές χρειάζονται κατάλληλοι µετασχη-

µατισµοί (πρόσθεση,  πολ/σµός, ...) ώστε να εµφανίσουµε την “µορφή” του

( )P v 1+ .

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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•   ∆εχόµαστε ότι ο Ρ (ν) είναι αληθής  για τυχαίο *ν Ν∈   δηλαδή :

( )( )
2 2 2 ν ν 1 2ν 1

1 2 ... ν
6

+ ++ + + =    (Ι)

•  Θα δείξουµε ότι και ο ( )P v 1+  είναι αληθής  δηλαδή :

( )
( ) ( )( ) ( )( )22 2 ν 1 ν 1 1 2 ν 1 1

1 2 .. ν 1
6

+ + + + ++ + + + =

Έχουµε

( )
( )( )

( )2 22 2 2 2 ν ν 1 2ν 1
1 2 3 ... ν ν 1 ν 1

6

+ ++ + + + + + = + + =             ( λόγω της (Ι) )

( )( ) ( )2
ν ν 1 2ν 1 6 ν 1

6

+ + + + =
( ) ( ) ( )[ ]ν 1 ν 2ν 1 6 ν 1

6

+ + + + =

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
3

1 2 21 2 6 6 1 2 7 6 2
6 6 6

 ν + ν + ν + ν + ν + ν + ν + ν + ν + ν +  = = = =

( )( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 1 11 2 3 2

6 6

ν + ν + + ν + +   ν + ν + ν +    = .

Άρα η ισότητα αληθεύει για όλους τους θετικούς ακέραιους ν.

β. •  Για ν 1=  έχουµε 
( ) 2

3 1 1 1
1 1 1

2

+ = ⇔ =  
 που ισχύει.

 •  ∆εχόµαστε ότι ο Ρ (ν) είναι αληθής για *ν Ν∈  δηλαδή

( ) 2
3 3 3 ν ν 1

1 2 ... ν
2

+ + + + =   
 (Ι)

 •  Θα δείξουµε ότι και ο ( )P v 1+  είναι αληθής  δηλαδή :

( ) ( ) ( ) 2

33 3 3 3
ν 1 ν 1 1

1 2 3 ... ν ν 1
2

 + + +  + + + + + + =  
  

Έχουµε λόγω της (Ι) ότι 
( ) 2

3 3 3 3 ν ν 1
1 2 3 ... ν

2

+ + + + + =   

Έτσι: ( )
( )

( )
2

3 33 3 3 3 ν ν 1
1 2 3 ... ν ν 1 ν 1

2

+ + + + + + + = + + =  

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )2 2 22 2
2ν ν 1 ν ν 1 4 ν 1 ν 1

ν 1 ν 1
4 4

+ + + + ++ + + = =
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2
ν 1 ν 4 ν 1 ν 1 ν 4ν 4 ν 1 ν 2

4 4 4

+ + + + + + + += = =

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 222

2

ν 1 ν 1 1 ν 1 ν 1 1

22

+ + + + + + =    .

Άρα η ισότητα αληθεύει για όλους τους θετικούς ακέραιους ν.

Παράδειγµα 2

Να δείξετε ότι το πλήθος των διαγωνίων ενός ν-γώνου είναι 
( )

ν

ν ν 3
δ

2

−=  για κάθε ν 4≥ .

Λύση

Έστω Ρ(ν) ο παραπάνω ισχυρισµός.

• Για ν 4=  έχουµε 
( )

4

4 4 3
δ 2

2

−= =  , που ισχύει.

• ∆εχόµαστε ότι ισχύει για ν Ν∈  µε ν > 4 ,δηλαδή 
( )

ν

ν ν 3
δ

2

−=

οπότε ο ( )Ρ ν  είναι αληθής.

• Θα δείξουµε ότι ισχύει για ν 1+  δηλαδή

( ) ( )[ ] ( )( )
ν 1

ν 1 ν 1 3 ν 1 ν 2
δ

2 2+
+ + − + −= = .

Πράγµατι, αν 1ν
Α +  η τελευταία κορυφή του ( )1ν + γώνου

1νν21
ΑΑ....ΑΑ +  τότε όταν αυτή ενωθεί µε τις υπόλοιπες κο-

ρυφές (εκτός της 1Α  και της 
ν

Α ) δηµιουργεί ν - 2 διαγωνίους.

Αν προσθέσουµε και τη διαγώνιο 
ν1

ΑΑ  τότε το ( )1ν + γωνο

έχει 1ν12ν −=+−  διαγώνιους  περισσότερες από το ν-γωνο.

Έτσι έχουµε:

)Ι(

ν1ν 1νδδ =−+=+
( ) ( ) ( )

=
−+−

=−+
−

2

1ν23νν
1ν

2

3νν ( )( )
2

2ν1ν

2

2νν2 −+
=

−−

Παράδειγµα 3

Να δείξετε ότι 4ν2 1 πολ15− =  , για κάθε ν 1≥ .

Λύση

Έστω Ρ(ν) ο παραπάνω ισχυρισµός.

• Για ν 1=  ισχύει 4 12 1 πολ15 15 πολ15⋅ − = ⇔ = , που ισχύει οπότε ο Ρ(1) είναι αληθής.

• ∆εχόµαστε ότι ισχύει για 
*ν Ν∈  δηλαδή ( )4ν2 1 πολ15 15λ− = = ,οπότε ο Ρ(ν) είναι αληθής

 Θα δείξουµε ότι ισχύει για ν + 1 δηλαδή 
( ) ( )4 ν 12 1 πολ15 15λ

+ − = = ,οπότε ο Ρ(ν +1) είναι αληθής.
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Είναι 
( )4 ν 1 4ν 4 4ν2 1 2 2 1 16 2 1+ − = ⋅ − = ⋅ − = ( ) ( )16 15λ 1 1 15 16λ 15 15 16λ 1 πολ15+ − = ⋅ + = + =

Παράδειγµα 1

Να αποδείξετε ότι για κάθε θετικό ακέραιο ν 4≥ , ισχύει 
νν! 2>  ,όπου ν! 1 2 3 ... ν= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ .

Λύση

Έστω Ρ(ν) η ανισότητα που θέλουµε να δείξουµε.

• Για ν = 4 έχουµε 4 44! 2 1 2 3 4 2 24 16> ⇔ ⋅ ⋅ ⋅ > ⇔ >  δηλαδή ο ( )Ρ 4  είναι αληθής.

• ∆εχόµαστε ότι ο Ρ(ν) είναι αληθής για τυχαίο ν 4≥ , δηλαδή  ( )νν! 2 δ> .

• Θα δείξουµε  ότι ο Ρ(ν) ισχύει και για τον επόµενο φυσικό τον ν 1+ , δηλαδή ( ) ν 1ν 1 ! 2 ++ >
οπότε και ο Ρ(ν + 1) θα είναι αληθής.

Έχουµε λόγω της (δ)

νν! 2>  οπότε ( ) ( )νν! ν 1 2 ν 1+ > +  ή ( ) νν 1 ! 2 2+ > ⋅
(είναι 2 ν 1< +  αφού ν 4≥ ) ή ( ) ν 1ν 1 ! 2 ++ > . Άρα η ανισότητα αληθεύει για κάθε θετικό

ακέραιο ν 4≥ .

Παράδειγµα 2

α. Να δείξετε ότι 
3 2ν 3ν 3ν 1> + +  , για κάθε ακέραιο ν 4≥ .

β.Να δείξετε ότι 
ν 32 ν>  , για κάθε ακέραιο ν 10≥ .

Λύση

α. Έστω Ρ(ν) η ανισότητα που θέλουµε να δείξουµε .

• Για ν 4=  έχουµε 
3 24 3 4 3 4 1 64 61> ⋅ + ⋅ + ⇔ >  , δηλαδή ο Ρ(4) είναι αληθής.

• ∆εχόµαστε ότι ο Ρ(ν) είναι αληθής για τυχαίο ν 4≥ ,δηλαδή ( )3 2
ν 3ν 3ν 1 δ> + +

• Θα δείξουµε  ότι ο Ρ(ν) ισχύει και για τον επόµενο φυσικό τον ν 1+ , δηλαδή:

( ) ( ) ( )3 2
ν 1 3 ν 1 3 ν 1 1+ > + + + +  ,οπότε και ο Ρ(ν + 1) θα είναι αληθής.

Έχουµε λόγω της (δ) ότι 
3 23 3 1ν > ν + ν +  οπότε

( ) ( ) ( ) ( )33 2 2 2 2ν 3ν 3ν 1 3ν 3ν 1 3ν 3ν 1 ν 1 2 3ν 3ν 1+ + + > + + + + + ⇔ + > + + .

Για την απόδειξη ισχυρισµού Ρ(ν) που αναφέρεται σε ανισότητα ακολουθούµε αυ-

στηρά τα βήµατα της επαγωγής που προαναφέραµε και η απόδειξη γίνεται σχετικά

εύκολα (παράδειγµα 1) µε ενίσχυση των ανισοτήτων.

Στην πορεία αυτή συχνά είναι πολύ χρήσιµη η µεταβατική ιδιότητα, δηλαδή

Αν δεχθούµε ότι ισχύει η σχέση (δ): ( )Ρ ν Α> και χρειάζεται να δείξουµε µε αυτή την

παραδοχή ότι ( )Ρ ν 1 Β+ > , τότε αρκεί να δείξουµε ότι Α Β ή Γ Β> > , όπου Γ  η µορφή

του Α από την επιτρεπτή επέµβαση στα µέλη της σχέσης (δ) ώστε το Ρ(ν) να πάρει την

µορφή ( )Ρ ν 1+ . (Βλ. παράδειγµα 2).
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Αρκεί να δείξουµε ότι ( ) ( ) ( )222 3ν 3ν 1 3 ν 1 3 ν 1 1+ + > + + + + ⇔
2 26ν 6ν 2 3ν 6ν 3 3ν 3 1+ + > + + + + + ⇔ 2 2 26ν 6ν 2 3ν 9ν 7 3ν 3ν 5 0+ + > + + ⇔ − − >

Είναι ( ) ( )2
∆ 3 4 3 5 69 0= − − ⋅ − = >  οπότε 1,2

3 69
ν

6

±= .

Η συµπεριφορά του 
23ν 3ν 5− −  φαίνεται στο σχήµα

και φανερά για ν 4≥  είναι 
23ν 3ν 5 0− − > .

Άρα η ανισότητα είναι αληθής για όλους τους θετικούς

ακέραιους ν µε ν 4≥ .

β. Έστω Ρ(ν) η ανισότητα που θέλουµε να δείξουµε:

• Για ν 10=  έχουµε 
10 32 10 1024 1000> ⇔ >  δηλαδή ο

Ρ(10) είναι αληθής.

• ∆εχόµαστε ότι ισχύει για ν Ν∈  δηλαδή 2ν > ν3 (δ) οπότε ο Ρ(ν) είναι αληθής και

• Θα δείξουµε µε την παραδοχή αυτή ότι ισχύει για ν + 1 δηλαδή ( )3ν 12 ν 1+ > +  οπότε ο

( )Ρ ν 1+ είναι αληθής.

Έχουµε λόγω της (δ) ότι ν 32 ν>  οπότε 
ν 32 2 ν 2⋅ > ⋅  δηλαδή ν 1 32 2ν+ > .

Αρκεί να δείξουµε ότι ( )33 3 3 3 3 22ν ν 1 2ν ν 3ν 3ν 1 ν 3ν 3ν 1> + ⇔ > + + + ⇔ > + +  το οπ-

οίο ισχύει λόγω του α. ερωτήµατος.

Άρα η ανισότητα αληθεύει για όλους τους θετικούς ακέραιους ν µε ν 10≥ .

Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Να δείξετε ότι για κάθε φυσικό αριθµό 2ν ≥  ισχύει:

( ) ( )11 2 32·2 3·2 4·2 ........ ·2 1 ·2ν− ν+ + + + ν = ν −
Λύση

• Για 2ν = : ( )1 22·2 2 1 ·2 4 4= − ⇔ =  ισχύει.

• Έστω ότι ισχύει για τυχαίο 2ν ≥ :  ( )1 2 3 12 2 3 2 4 2 ....... 2 1 2ν− ν⋅ + ⋅ + ⋅ + + ν ⋅ = ν − ⋅ (1)

• Θα δείξουµε ότι ισχύει και για τον επόµενο φυσικό τον  ν + 1:

    ( )1 2 3 12·2 3·2 4·2 ........ 1 2 2ν ν++ + + + ν + ⋅ = ν ⋅              (2)

Παίρνουµε το πρώτο µέλος της (2)

( )1 2 32·2 3·2 4·2 ........ 1 ·2ν+ + + + ν + = ( )
(1)

1 2 3 12·2 3·2 4·2 ........ ·2 1 ·2ν− ν+ + + + ν + ν + =

( ) ( ) ( ) 11 ·2 1 ·2 1 1 ·2 2 2 2ν ν ν ν ν+ν − + ν + = ν − + ν + = ν ⋅ = ν ⋅ . Άρα ισχύει για κάθε 2ν ≥ .

Άσκηση 2

Να αποδείξετε ότι 
33ν > ν  , για κάθε φυσικό αριθµό 4ν ≥ .



183.Μαθηµατική Επαγωγή

Λύση

•  Για ν = 4: 
4 33 4 81 64> ⇔ >  , ισχύει

•  Έστω ότι ισχύει για ν = κ: 33κ > κ    (1)

•  Θα δείξουµε ότι ισχύει για 1ν = κ + : ( )313 1κ+ > κ +    (2)

Παίρνουµε το πρώτο µέλος της (2): 
(1)

1 33 3·3 3·κ+ κ= > κ  και αρκεί να δείξουµε ότι

( )33 3 3 2 3 3 23 1 3 3 3 1 3 3 3 1 0κ > κ + ⇔ κ > κ + κ + κ + ⇔ κ − κ − κ − κ − > ⇔

( ) ( )3 2 22 3 3 1 0 2 3 3 1 0 2 3 3 1 0κ − κ − κ − > ⇔ κ κ − κ − − > ⇔ κ κ κ − − − >    ισχύει γιατί

( ) ( )4 2 8 2 3 5
2 3 20 2 3 3 17

4

κ ≥ ⇔ κ ≥ ⇔ κ − ≥ 
κ κ − ≥ ⇔ κ κ − − ≥κ ≥ 

( ) ( ) ( )2 3 3 17
2 3 3 68 2 3 3 1 67

4

κ κ − − ≥  κ κ κ − − ≥ ⇔ κ κ κ − − − ≥       κ ≥ 

Άρα ισχύει ( )313 1κ+ > κ +  , οπότε ισχύει για κάθε 4ν ≥ .

Παρατήρηση : Χρησιµοποιήσαµε το συµβολισµό ν = κ  και ν = κ + 1 που συνηθίζεται να

αναφέρεται σε αρκετά βιβλία.

Άσκηση 3

Να αποδείξετε ότι για κάθε *ν ∈ Ν  ισχύει : 2 5 7 11ν ν ν+ + > ν .

Λύση

Για 2ν ≥  είναι :  ( )
( )
( )

2 1 1 1 ·1 1

5 1 4 1 ·4 1 4 4

7 1 6 1 ·6 1 6 6

νν

νν

νν

= + > + ν = + ν > ν

= + > + ν = + ν > ν

= + > + ν = + ν > ν

απ’όπου µε πρόσθεση κατα µέλη προκύπτει:

2 5 7 4 6 2 5 7 11ν ν ν ν ν ν+ + > ν + ν + ν ⇔ + + > ν

Για  ν =1 έχουµε : 1 1 1 12 5 7 11 1 14 11+ + > ⋅ ⇔ > .

Άσκηση 4

Να δείξετε ότι για κάθε φυσικό αριθµό 1ν ≥  ισχύει :  7 7 1ν > ν −
Λύση

• Για ν = 1: 17 7·1 1 7 6> − ⇔ >   , ισχύει

• Έστω ότι ισχύει για ν = κ: 7 7 1κ > κ −    (1)

• Θα δείξουµε ότι ισχύει και για  ν = κ + 1: ( )1 17 7 1 1 7 7 6κ+ κ+> κ + − ⇔ > κ +    (2)

Ανισότητα Bernoulli

( )1 1

1, 0

2

ν+ α > + να
α > − α ≠
µε ν ≥
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Παίρνουµε το πρώτο µέλος της (2): ( )
(1)

17 7·7 7· 7 1 49 7κ+ κ= > κ − = κ −

αρκεί να δείξουµε ότι 49 7 7 6 42 13κ − > κ + ⇔ κ >
42

13
κ >⇔  , που ισχύει αφού 1κ ≥

οπότε 
17 49 7 7 6κ+ > κ − > κ +  δηλαδή  17 7 6κ+ > κ + . Άρα ισχύει για κάθε 1ν ≥ .

∆. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Να δείξετε ότι 2 ν ν

1 1 1 1
... 1

2 2 2 2
+ + + = −  για κάθε θετικό ακέραιο ν.

2. Να δείξετε ότι

α. ( )
( )( )ν ν 1 ν 2

1 2 2 3 3 4 ... ν ν 1
3

+ +⋅ + ⋅ + ⋅ + + + =

β. ( )
1 1 1 1 ν

...
1 2 2 3 3 4 ν ν 1 ν 1

+ + + + =
⋅ ⋅ ⋅ + +

γ. ( )
( )( )( )22 2 ν ν 1 ν 2 3ν 5

1 2 2 3 ... ν ν 1
12

+ + +⋅ + ⋅ + + + =  για κάθε θετικό ακέραιο ν.

3. α. Να δείξετε ότι για κάθε θετικό ακέραιο ν ισχύει ( )
( )2

22 2 2 ν 4ν 1
1 3 5 ... 2ν 1

3

−+ + + + − = .

β. Να υπολογίσετε τον φυσικό ν ώστε ( )22 2 21 3 5 ... 2ν 1 1330+ + + + − = .

4. Να δείξετε ότι ν 22 ν>  για κάθε θετικό ακέραιο ν  µε ν 5≥ .

5. Να δείξετε ότι 3 ν3 ν>  για κάθε θετικό ακέραιο ν  µε ν 3> .

6. α. Αν α πραγµατικός αριθµός µε 1 α 0− < ≠  να δείξετε ότι ισχύει ( )ν1 α 1 να+ > +  για

κάθε θετικό ακέραιο ν µε ν 2≥ . (ανισότητα Bernoulli)

β. Να δείξετε ότι    i. 

ν3 ν
1

2 2
  > +  

,    ii. β. ν4 1 3ν> + ,

 iii. ν7 1 6ν> +  για κάθε θετικό ακέραιο ν µε ν 2≥ .
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7. α. Αν α ακέραιος αριθµός µε 1 α<  να δείξετε ότι ισχύει ( )να 1 ν α 1> + −  για κάθε θετικό

ακέραιο ν µε ν 2≥  (ανισότητα Tchebychef)

β. Να δείξετε ότι i. 

ν3 ν
1

2 2
  − >  

,

     ii. ν4 1 3ν− > ,

     iii. ν7 1 6ν− >  για κάθε θετικό ακέραιο ν µε ν 2≥ .

8. α. Αν α, β ακέραιοι αριθµοί µε α β≠  να δείξετε ότι ( )( )ν ν ν 1 ν 2 ν 2 ν 1α β α β α α β ... αβ β− − − −− = − + + + +
για κάθε θετικό ακέραιο ν 1≥ .

β. Έστω οι διαφορετικοί µεταξύ τους θετικοί αριθµοί α, β µε α 2 β= − .

Να δείξετε ότι ν να 2 β> −  για κάθε θετικό ακέραιο ν µε ν 2≥ .

9. Οι πραγµατικοί αριθµοί α, β, γ αποτελούν την υποτείνουσα και τις δύο κάθετες πλευρές

ενός oρθογωνίου τριγώνου, αντίστοιχα. Να δείξετε ότι ν ν να β γ> +  για κάθε θετικό

ακέραιο ν µε ν 3≥ .

Ε.          ΤΟ ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

1. Να δείξετε ότι 
2004 20032003 2004> .

(Υπ: Να δείξετε ότι ( )νν 1
ν ν 1

+ > +  για κάθε φυσικό ν 3≥ ).
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Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Θεώρηµα

Αποδεικνύεται ότι για οποιουσδήποτε ακέραιους α και β, 0β ≠ , ισχύει το παρακάτω θεώ-

ρηµα και διατυπώνεται ως εξής :

Αν α και β ακέραιοι µε 0β ≠ , τότε υπάρχουν µοναδικοί ακέραιοι  κ και υ τέτοιοι ώστε

, 0α = κβ+ υ ≤ υ < β

• Η διαδικασία εύρεσης των κ, υ λέγεται ευκλείδεια ή αλγοριθµική διαίρεση του α µε τον β και

συµβολίζουµε  α : β.

• Η ισότητα α  = κβ + υ µε 0 ≤ υ < β  , λέγεται ταυτότητα της αλγοριθµικής διαίρεσης

του α µε τον β.

• Ο κ λέγεται πηλίκο και ο υ υπόλοιπο της διαίρεσης αυτής, ενω ο α διαιρετέος και ο β διαιρέτης.

• Η διαίρεση λέγεται τέλεια αν το υπόλοιπο είναι ίσο µε 0.

Παρατηρήσεις και συνέπειες του θεωρήµατος

α. Οι δυνατές τιµές του υπολοίπου υ της ευκλείδειας διαίρεσης του ακέραιου α µε τον µη

µηδενικό ακέραιο β είναι 0,1,2,3......., 1β − ( )0 1≤ υ ≤ β − .

β. Είναι πλέον φανερό ότι για την διαίρεση του ακεραίου α µε τον ακέραιο 2 ισχύει:

α 2 κ υ= ⋅ + , 0 2≤ υ < .

Οι δυνατές τιµές του υ είναι 0 ή 1.

Αν υ 0=  τότε α 2κ= , κ Ζ∈  (άρτιοι αριθµοί)

Αν υ 1=  τότε α 2κ 1= + , κ Ζ∈  (περιττοί αριθµοί)

γ. Λόγω της µοναδικότητας του πηλίκου και του υπoλοίπου σε µια ευκλείδεια διαίρεση η

ισότητα α β λ µ= ⋅ +   µε 0 ≤ µ < β  , εκφράζει την ευκλείδεια διαίρεση του ακεραίου α µε

τον ακέραιο β 0≠  µε πηλίκο λ και υπόλοιπο µ.

δ. Οι ακέραιοι αριθµοί ταξινοµούνται σε κατηγορίες ανάλογα µε την τιµή του υπολοίπου

Η Ευκλείδεια  διαίρεση
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της διαίρεσής τους µε έναν ακέραιο έστω β 0≠ . (ισοϋπόλοιποι)

Ισχύει α κβ υ= +  µε  υ 0,1, 2,..., β 1= −  όπου α Ζ∈  (τυχαίος) και *β Ζ∈  (συγκεκριµέ-

νος). Τότε:

Ειδικά για την διαίρεση µε τον 2 έχουµε:

Σχόλιο

Για την αντιµετώπιση αρκετών προβληµάτων στην θεωρία αριθµών χρειάζεται να διακρί-

νουµε τους ακέραιους σε δύο µεγάλες “πολυπληθείς” οµάδες, τους άρτιους και τους πε-

ριττούς δηλαδή της µορφής α 2κ=  ή α 2κ 1= + , κ Ζ∈  αντίστοιχα.

Άλλες φορές πάλι η λύση των προβληµάτων ή η απόδειξη ιδιοτήτων των ακέραιων απαιτεί τη

διάκρισή τους σε µεγάλου πλήθους “ολιγοµελείς” οµάδες δηλαδή της µορφής

α κβ= , 1κβα += , α κβ 2= + , ..., ( )α κβ β 1= + − , κ Ζ∈ .

Στην παρακάτω πρόταση αναφέρονται σηµαντικά και εύχρηστα συµπεράσµατα. Όσα δεν

αναφέρονται σαν προτάσεις στο σχολικό βιβλίο ,θα πρέπει να αποδεικνύονται.

Βασικές προτάσεις

Το άθροισµα ή η διαφορά δύο άρτιων είναι άρτιος.

Το άθροισµα ή η διαφορά δύο περιττών είναι άρτιος.

Αν η διαφορά δύο ακέραιων είναι άρτιος τότε και το άθροισµα είναι άρτιος και αντί-

στοιχα, αν η διαφορά δύο ακέραιων είναι περιττός τότε και το άθροισµα είναι περιττός.

Το άθροισµα ή η διαφορά ενός άρτιου και ενός περιττού είναι περιττός.

Το γινόµενο δύο άρτιων είναι άρτιος.

Το γινόµενο δύο περιττών είναι περιττός.
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Το γινόµενο ενός άρτιου και ενός περιττού είναι άρτιος.

Το γινόµενο δύο διαδοχικών ακέραιων είναι άρτιος.

Αν α άρτιος τότε να , *ν Ν∈  είναι άρτιος.

Αν α περιττός τότε να , 
*ν Ν∈  είναι περιττός .

Το άθροισµα πεπερασµένου πλήθους άρτιων είναι άρτιος.

Το άθροισµα άρτιου πλήθους περιττών είναι άρτιος.

Το άθροισµα περιττού πλήθους περιττών είναι περιττός.

Το γινόµενο δύο ή περισσοτέρων ακέραιων είναι άρτιος , αν και µόνο αν, ένας τουλάχι-

στον παράγοντας είναι άρτιος.

Το γινόµενο δύο ή περισσοτέρων ακεραίων είναι περιττός, αν και µόνο αν, όλοι οι παρά-

γοντες είναι περιττοί.

Β. ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1

Να βρείτε το πηλίκο και το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του α µε τον β  όταν:

i. α 23= , β 4= ii. α 23= − , β 4=   iii. 23α = , β 4= −       iv. α 23= − , β 4= −
v. α 4= , β 23= vi. α 4= − , β 23=   vii. α 4= , β 23= −       viii. α 4= − , β 23= −
Λύση

i.   Είναι φανερό ότι 23 5 4 3= ⋅ +
ii.  Ισχύει λόγω του i. 23 5 4 3= ⋅ +  ή 23 5 4 3− = − ⋅ −  ή 23 5 4 4 4 3− = − ⋅ + − −  ή

( )23 6 4 1− = − +
iii. Ισχύει 23 5 4 3= ⋅ +  ή ( )( )23 5 4 3= − − +
iv.  Είναι 23 5 4 3= ⋅ +  ή 23 5 4 3− = − ⋅ −  ή 23 5 4 4 4 3− = − ⋅ − + −  ή ( )( )23 6 4 1− = − + .

v.   Είναι προφανές ότι 4 0 23 4= ⋅ + .

vi.  Ισχύει 4 0 23 4= ⋅ +  ή 4 0 23 4− = − ⋅ −  ή 4 0 23 23 23 4− = − ⋅ − + −  ή ( )4 1 23 19− = − + .

vii. Είναι 4 0 23 4= ⋅ +  ή ( )4 0 23 4= ⋅ − + .

viii. Ισχύει 4 0 23 4= ⋅ +  ή 4 0 23 4− = − ⋅ −  ή 4 0 23 23 23 4− = − ⋅ − + −  ή ( )4 1 23 19− = − + .

Ο πολλαπλασιασµός και των δύο µελών σε αρκετές από τις παραπάνω ισότητες όπως

και η προσθαφαίρεση του διαιρέτη και στα δύο µέλη σκοπό έχει να “δηµιουργήσουµε”

υπόλοιπο υ θετικό και µικρότερο της απόλυτης τιµής του διαιρέτη.

Για την εύρεση της ταυτότητας της αλγοριθµικής διαίρεσης του α µε τον β αρχικά

κάνουµε την διαίρεση του α  µε τον β  και στη συνέχεια διαµορφώνουµε τα πρόση-

µα των δύο µελών ώστε να εµφανίσουµε την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης

του α µε τον β.

Συχνά χρειάζεται και η προσθαφαίρεση του β (διαιρέτη) ώστε να εµφανίσουµε

την ταυτότητα της διαίρεσης.

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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Παράδειγµα 2

∆ίνεται η ισότητα  ( )143 11 12 11 Ι= ⋅ + .

α. Να ελέγξετε ποιων ακεραίων αποτελεί ταυτότητα αλγοριθµικής διαίρεσης.

β. Να προσδιορίσετε το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης του 143 µε τον 11 µε τη

βοήθεια της ισότητας (Ι).

Λύση

α. Αποτελεί ταυτότητα ευκλείδειας διαίρεσης του 143 µε τον 12 ,αφού ισχύει: α κβ υ= +  µε

0 ≤ υ < β  ,όπου α 143= , κ 11= , β 12=  και υ 11=  µε 0 11 12≤ <  ενώ δεν αποτελεί

ταυτότητα ευκλείδειας διαίρεσης του 143  µε τον 11, διότι δεν ισχύει 0 11 11≤ < .

β. Λόγω του i. ερωτήµατος η ισότητα (Ι) δεν είναι ταυτότητα ευκλείδειας διαίρεσης του 143

µε τον 11.

Έχουµε 143 11 12 11= ⋅ +  ή 143 11 12 11 11 11= ⋅ + − +  ή 143 13 11 0= ⋅ + .

Άρα το πηλίκο είναι 13  το υπόλοιπο 0 και η διαίρεση είναι τέλεια.

Παράδειγµα 3

α. Να δείξετε ότι κάθε αριθµός της µορφής 2κ 1−  είναι περιττός, κ Ζ∈ .

β. Να δείξετε ότι κάθε αριθµός της µορφής 2κ 2+  είναι άρτιος, κ Ζ∈ .

γ. Να δείξετε ότι κάθε περιττός αριθµός είναι της µορφής 4κ 1± , κ Ζ∈ .

Λύση

α. Έστω ακέραιος αριθµός α 2κ 1= − , κ Ζ∈ . Είναι ( )α 2κ 1 2κ 2 1 2 κ 1 1= − = − + = − + .

Θέτουµε κ 1 λ− =  οπότε α 2λ 1= + , λ Ζ∈  . Άρα ο α 2κ 1= − , κ Ζ∈  είναι περιττός.

β. Έστω ακέραιος αριθµός α 2κ 2= + , κ Ζ∈ .

Είναι ( )α 2κ 2 2 κ 1 2λ= + = + = , λ Ζ∈  . Άρα ο α 2κ 2= + , κ Ζ∈  είναι άρτιος.

γ. Έστω ένας περιττός ακέραιος α 2λ 1= + , λ Ζ∈ . Ο ακέραιος λ είναι ή άρτιος ή περιττός.

Αν λ 2κ=  τότε ( )α 2 2κ 1 4κ 1= + = + , κ Ζ∈ .

Ενώ,αν 2 1λ = µ+  τότε :

( ) ( )2 2 1 1 4 3 4 4 1 4 1 1 4 1α = µ + + = µ + = µ + − = µ + − = κ − , κ µ 1 Ζ= + ∈ .

Παράδειγµα 4

Α. Το τετράγωνο ενός ακεραίου α παίρνει τις µορφές:

α. 2 3α = λ  ή 
2 3 1,α = λ + λ∈Ζ

β. 
2 4α = κ  ή 2 4 1,α = κ+ κ∈Ζ

γ. 2 5α = ρ  ή 2 5 1α = ρ−  ή 2 5 1,α = ρ+ ρ∈Ζ
Β. Το τετράγωνο ενός περιττού ακεραίου α παίρνει τις µορφές:

δ. 2 8 1α = λ + λ∈Ζ ε. 2 4 1α = ρ+  ή 2 4 1,α = ρ− ρ∈Ζ

Γ. Το τετράγωνο ενός άρτιου ακέραιου α παίρνει την µορφή :  ζ . 2 4 ,α = κ κ∈Ζ .
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Λύση

Α.α. Είναι γνωστό ότι η ευκλείδεια διαίρεση του ακέραιου α µε τον 3 έχει δυνατά υπόλοιπα.

0,1, 2υ =  οπότε ο α είναι της µορφής:

3 , 3 1, 3 2,α = κ α = κ+ α = κ+ κ∈Ζ .

• Aν 3α = κ  τότε ( ) ( )22 2 23 9 3 3 3 ,α = κ = κ = κ = λ λ∈Ζ .

 • Aν 3 1α = κ +  τότε ( ) ( )22 2 23 1 9 6 1 3 3 2 1 3 1α = κ + = κ + κ + = κ + κ + = λ + .

 • Aν 3 2α = κ +  τότε ( )
( )

22 2 2

2

3 2 9 12 4 9 12 3 1

3 3 4 1 1 3 1,

α = κ + = κ + κ + = κ + κ + + =

= κ + κ + + = λ + λ∈Ζ

Σχόλιο:

Επιπλέον αναφέρουµε ότι ( )3 2 3 3 1 3 1 1 3 1,α = κ+ = κ + − = κ + − = λ − λ∈Ζ

οπότε οι δεκτές µορφές του α είναι : 3 , 3 1, 3 1,α = κ α = κ− α = κ+ κ∈Ζ .

β. Σύµφωνα µε την ταυτότητα ευκλείδειας διαίρεσης του α µε τον 4 είναι

4 , 4 1, 4 2, 4 3,α = κ α = κ+ α = κ+ α = κ+ κ∈Ζ .

• Aν   4α = κ         είναι ( )2 2 216 4 4 4 ,∗α = κ = κ = λ λ∈Ζ .

• Aν   4 1α = κ +    είναι   ( ) ( )22 2 24 1 16 8 1 4 4 2 1 4 1,α = κ + = κ + κ + = κ + κ + = λ + λ∈Ζ .

• Aν   4 2α = κ +   είναι  ( ) ( )22 2 24 2 16 16 4 4 4 4 1 4 ,α = κ + = κ + κ + = κ + κ + = λ λ∈Ζ .

• Aν   4 3α = κ +   είναι  ( )
( )

22 2 2

2

4 3 16 24 9 16 24 8 1

4 4 6 2 1 4 1,

α = κ + = κ + κ + = κ + κ + + =

= κ + κ + + = λ + λ∈Ζ

γ. Ισχύει 5α = κ + υ  µε 0 5,≤ υ < κ∈Ζ  οπότε

( ) ( )22 2 2 2 2 25 25 10 5 5 2 5 ,α = κ + υ = κ + κυ+ υ = κ + υκ + υ = ρ+ υ ρ∈Ζ .

Αν υ = 0 τότε 2 5α = ρ , Ζρ∈

υ = 1 τότε 2 5 1,α = ρ+ ρ∈Ζ

υ = 2 τότε ( )2 5 4 5 5 1 5 1 1 5 1,α = ρ+ = ρ+ − = ρ+ − = λ − λ∈Ζ

υ = 3 τότε ( )2 5 9 5 10 1 5 2 1 5 1,α = ρ+ = ρ+ − = ρ+ − = λ − λ∈Ζ

υ = 4 τότε ( )2 5 16 5 15 1 5 3 1 5 1,α = ρ+ = ρ+ + = ρ+ + = λ + λ∈Ζ
Άρα σε κάθε περίπτωση ισχύει :  α2 = 5ρ ή α2 = 5ρ - 1 ή α2 = 5ρ + 1 .

∗  Όταν ζητείται να αποδείξουµε  α = 4κ ή α = 4λ ή α = 4ρ κ. λ.π. και αποδείξουµε ότι α = 4µ

είναι το ίδιο πράγµα αφού όλα τα παραπάνω σηµαίνουν ότι ο α είναι πολλαπλάσιο του 4.
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Β.δ. Έστω ακέραιος περιττός 2 1,α = κ+ κ∈Ζ .

Τότε   ( ) ( )22 22 1 4 4 1 4 1 1 4·2 1 8 1, Zα = κ + = κ + κ + = κ κ + + = λ + = λ + λ∈
Κάναµε χρήση του συµπεράσµατος “Το γινόµενο δύο διαδοχικών ακέραιων είναι άρ-

τιος”. Οι αποδείξεις των υπολοίπων είναι ανάλογες.

Παράδειγµα 1

Θεωρούµε την ευκλείδεια διαίρεση των θετικών ακέραιων α, β, µε πηλίκο κ και υπό-

λοιπο υ. Να βρείτε το πηλίκο και το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του ακέραιου

xα yβ+  µε τον β όπου x, y ακέραιοι.

Λύση

Ισχύει α κβ υ= +  µε 0 υ β≤ < .

Οπότε xα κxβ xυ= +  ή xα yβ κxβ yβ xυ+ = + +  (1)

α. Αν 0 xυ β≤ <  τότε η (1) γράφεται ( )xα yβ κx y β xυ+ = + +  και αποτελεί την ταυτότητα

της ευκλείδειας διαίρεσης του xα yβ+  µε τον β µε πηλίκο κx y+  και υπόλοιπο xυ.

β. Αν xυ β≥  τότε η (1) γράφεται :

( )xα yβ κxβ yβ λβ xυ λβ+ = + + + − , έ ώ 0 xµε λ∈Ζ τσι στε ≤ υ−λβ < β
Οπότε

( ) ( )xα yβ κx y λ β xυ λβ+ = + + + −  και αποτελεί την ταυτότητα της ευκλείδειας διαί-

ρεσης του xα yβ+  µε τον β µε πηλίκο κx y λ+ +  και υπόλοιπο xυ λβ− .

Ο προσδιορισµός του λ γίνεται από την επίλυση του συστήµατος :

x
x 0 x

x x
x x

υ υ−λβ ≥ ⇔ υ ≥ λβ⇔ λ ≤ β και
 υ−β υ−β υ−λβ < β⇔ υ−β < λβ⇔ < λ ⇔ λ >
 β β

δηλαδή  
xυ β xυ

λ
β β

− < ≤ .

Όταν γνωρίζουµε το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης ( )
1∆ α  µε ( )1δ β  και ζη-

τούµε το πηλίκο ή το υπόλοιπο της διαίρεσης ( )
2∆ α  µε ( )2δ β  µετασχηµατίζουµε

κατάλληλα την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του ( )
1∆ α  µε τον ( )

1δ α  ώστε

να εµφανίσουµε την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του ( )
2∆ α  µε τον ( )2δ β .

Ο µετασχηµατισµός περιλαµβάνει πολλαπλασιασµούς και προσθαφαιρέσεις ειδι-

κών παραστάσεων των α, β και ιδιαίτερα προσοχή στον περιορισµό του υπολοίπου.
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Παράδειγµα 1

Θεωρούµε το σύνολο των σηµείων ( )Μ x, y  του επιπέδου για τα οποία ισχύει 
x y

1
7 4

− + =  (Ι).

α. Να δείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ είναι ευθεία.

β. Να προσδιορίσετε το σύνολο των σηµείων της ευθείας του α. ερωτήµατος που έχουν

συντεταγµένες ακέραιους αριθµούς.

γ. Να ελέγξετε αν τα σηµεία του επιπέδου µε ακέραιες συντεταγµένες των οποίων η τε-

ταγµένη διαιρούµενη µε τον αριθµό 4 δίνει υπόλοιπο 1 ή 3 βρίσκονται πάνω στην

ευθεία του α. ερωτήµατος.

δ. Να ελέγξετε αν το σηµείο µε συντεταγµένες ακέραιους και τεταγµένη ( )20044 2003 5+
βρίσκεται επί της ευθείας (Ι).

Λύση

α. Ισχύει 
x y

1 4x 7y 28 4x 7y 28 0
7 4

− + = ⇔ − = − ⇔ − + =  οπότε η σχέση (Ι) έχει τη µορφή

Ax By Γ 0+ + =  µε A B 0+ ≠  και εποµένως ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων

( )Μ x, y  που επαληθεύουν την (Ι) είναι ευθεία.

β. Η εξίσωση 4x 7y 28 0− + =  γίνεται 
28 7y 7y

4x 7y 28 x x 7
4 4

− += − ⇔ = ⇔ = − + .

Επειδή o x είναι  ακέραιος πρέπει και  
7y

7
4

− +  να είναι ακέραιος. Γνωρίζουµε ότι τα δυ-

νατά υπόλοιπα της διαίρεσης του y µε τον 4 είναι 0, 1, 2, 3 ,οπότε ο ακέραιος y έχει µία

από τις µορφές : y 4κ=  ή y 4κ 1= +  ή y 4κ 2= +  ή y 4κ 3= + , κ Ζ∈ .

• Αν y 4κ= ,   κ Ζ∈   τότε : ( )7y 7 4κ
7 7 7 7κ 7 κ 1 Ζ

4 4

⋅− + = − + = − + = − ∈ .

• Αν y 4κ 1= + , κ Ζ∈ τότε : 
( )7y 7 4κ 1 7 4κ 7 7

7 7 7 7 7κ Ζ
4 4 4 4 4

+ ⋅− + = − + = − + + = − + + ∉

• Αν y 4κ 2= + κ Ζ∈   τότε :

( )7y 7 4κ 2 7 4κ 14 7
7 7 7 7 7κ Ζ

4 4 4 4 2

+ ⋅− + = − + = − + + = − + + ∉

Για να αποδείξουµε ή να ελέγξουµε ότι ένα κλάσµα της µορφής 
( )Π α

ν

 παριστάνει ακέ-

ραιο (Π(α) είναι µια παράσταση του ακέραιου α) συνήθως εκφράζουµε τον ακέραιο

α κν υ= +  µε υ 0,1, 2,..., ν 1= −  δηλαδή α κν= , 1α = κν + , ..., ( )α κν ν 1= + −  και

εξετάζουµε την τιµή του κλάσµατος  
( )Π α

ν
, για κάθε µια µορφή του α.
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• Αν y 4κ 3= + ,  κ Ζ∈ τότε :

( )7y 7 4κ 3 7 4κ 21 21
7 7 7 7 7κ Ζ

4 4 4 4 4

+ ⋅− + = − + = − + + = − + + ∉

Τα σηµεία της ευθείας µε εξίσωση 4x 7y 28 0− + =  που έχουν συντεταγµένες ακέραιους

είναι ( )Μ x, y  µε ( )x 7 κ 1= −  και y 4κ= , κ Ζ∈ .

γ. Έστω ( )Σ x, y  τα σηµεία του επιπέδου µε x, y ακέραιους. Επειδή ο y διαιρούµενος µε τον 4

δίνει υπόλοιπο 1 ή 3 έχει την µορφή y 4κ 1= +  ή y 4κ 3= + , σύµφωνα µε το συµπέρα-

σµα του β. ερωτήµατος τα σηµεία ( )Σ x, y  δεν αποτελούν σηµεία της ευθείας

4x 7y 28 0− + = .

δ. Η τεταγµένη ( )20044 2003 5+  του σηµείου γίνεται:

( ) ( )2004 2004
4 2003 4 1 4 2003 1 1 4κ + + = + + =   + 1, όπου ( )[ ]2004

κ 2003 1 Ζ= + ∈  οπότε

λόγω του συµπεράσµατος του ερωτήµατος γ. το σηµείο δεν ανήκει στην ευθεία.

Παράδειγµα 2

Έστω α ακέραιος αριθµός.

α. Να αποδείξετε ότι   οι αριθµοί της µορφής 
( )

3

2αα 2 +
  είναι ακέραιοι.

β. Να αποδείξετε ότι ο αριθµός  
( ) ( )3 33α α 1 α 2

Α
9

+ + + +=   είναι ακέραιος.

Λύση

α. Επειδή τα δυνατά υπόλοιπα της διαίρεσης του α µε τον 3 είναι 0, 1, 2 ο α έχει µια από τις

µορφές α 3κ=  ή α 3κ 1= +  ή α 3κ 2= + , κ Ζ∈ .

• Αν α 3κ= , κ Ζ∈  τότε:   
( ) ( )[ ] ( )

22
2α α 2 3κ 3κ 2

κ 9κ 2 Ζ
3 3

+ += = + ∈ .

• Αν α 3κ 1= + , κ Ζ∈  τότε:

( ) ( ) ( )[ ]
( )( )

22
22 3 1 3 1 2

3 1 3 2 1
3 3

α α + κ + κ + += = κ + κ + κ + ∈Ζ .

• Αν α 3κ 2= + , κ Ζ∈  τότε:

( ) ( ) ( )[ ]
( )( )

22
22 3 2 3 2 2

3 2 3 4 2
3 3

α α + κ + κ + += = κ + κ + κ + ∈Ζ .

β. Είναι  
( ) ( ) ( ) ( )3 33 3 3 2 3 2α α 1 α 2 α α 3α 3α 1 α 6α 12α 8

Α
9 9

+ + + + + + + + + + + += = =
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3 2 3 2 3 23α 9α 15α 9 α 3α 5α 3 α 3α 3α 2α 3

9 3 3

+ + + + + + + + + += = =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 2 2
23α 3α 3 α 2α 3 α α 1 α α 2 α α 2

α α 1
3 3 3 3

+ + + + + + + += + = + + +  Ζ∈ ,

λόγω (α.) ερωτήµατος.

Παράδειγµα 1

Να προσδιορίσετε (αν υπάρχει) ακέραιος α ο οποίος διαιρούµενος µε τον –12 δίνει πη-

λίκο λ - 163 και υπόλοιπο 3 2λ 3λ 4λ+ − .

Λύση

Η ταυτότητα της διαίρεσης είναι ( )( ) ( )3 2α 12 λ 163 λ 3λ 4λ= − − + + − .

Πρέπει 3 20 λ 3λ 4λ 12≤ + − < −  δηλαδή 3 2λ 3λ 4λ 12 0+ − − <  (1) και

3 2λ 3λ 4λ 0+ − ≥  (2).

Επίλυση της ανίσωσης (1).

Έχουµε  

( ) ( )

3 2

2

λ 3λ 4λ 12 0

λ λ 3 4 λ 3 0

+ − − <
⇔ + − + < ⇔

( )( ) 03λ4λ
2 <+−

( )( )( ) ⇔<++−= 03λ2λ2λΓ
1

( ) ( ), 3 2,2λ∈ −∞ − −∪

Επίλυση της ανίσωσης (2).

Έχουµε

( )
( )( )

3 2 2

2

λ 3λ 4λ 0 λ λ 3λ 4 0

Γ λ λ 4 λ 1 0

+ − ≥ ⇔ + − ≥
⇔ = + − ≥

[ ] [ )λ 4,0 1,∈ − +∞∪

Από την επαλήθευση των ανισώσεων

(1) και (2) και επειδή λ Ζ∈  προκύπτουν,

λ 4= − ή λ 0=  ή λ 1= .

Στην περίπτωση που αναζητούµε τους ακέραιους που διαιρούµενοι µε γνωστό αριθ-

µό δίνουν πηλίκο ( )Π λ  και υπόλοιπο ( )υ λ εκµεταλευόµαστε την ανισοτική σχέση,

από την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης, που αφορά στο υπόλοιπο δηµιουργώ-

ντας ανισοτική σχέση για το λ. Απο την ανισοτική αυτή σχέση προσδιορίζουµε το λ

(αφού λ ακέραιος) και στη συνέχεια βρίσκουµε τους ζητούµενους ακέραιους.
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Για λ 4= − είναι ( )( )α 12 4 163 0 2004= − − − + =
Για λ 0= είναι ( )( )α 12 0 163 0 1956= − − + =
Για λ 1= είναι ( )( )α 12 1 163 0 1944= − − + = .

Παράδειγµα 2

α. Να προσδιορίσετε τους θετικούς ακέραιους α και β αν το πηλίκο της διαίρεσης του α

µε τον β είναι 8 και το υπόλοιπο 3 , δεδοµένου ότι α 43< .

β. Να προσδιορίσετε τους φυσικούς αριθµούς α, β αν ισχύει 363 15α 29β= +  και α β 14+ < .

Λύση

α. Ισχύει α 8β 3= +  µε β30 <≤  δηλαδή β 3>  (1).

Επίσης είναι α 43 8β 3 43 8β 40 β 5< ⇔ + < ⇔ < ⇔ <  (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) και επειδή β ακέραιος είναι β 4= .

Άρα α 8 4 3= ⋅ +  δηλαδή α 35= .

β. Έχουµε ( )363 15α 29β 14α 28β α β 14 α 2β α β= + = + + + = + + +   και επειδή 0 α β 14≤ + <

µπορούµε να θεωρήσουµε το α 2β+  ως πηλίκο και το α β+  υπόλοιπο της διαίρεσης

363 :14 . Όµως 363 14 25 13= ⋅ +  και επειδή το πηλίκο και το υπόλοιπο στην ευκλείδεια

διαίρεση είναι µοναδικά πρέπει να ισχύουν: 12βκαι1α
13βα

25β2α
==⇔





=+
=+

.

Παράδειγµα 3

Να προσδιορίσετε τους ακέραιους αριθµούς κ, λ, µ για τους οποίους ισχύει :

κ 4λ 80µ 583+ + =  µε 0 κ 4≤ <  και λ 6< .

Λύση

Είναι κ 4λ 80µ 583+ + =  ή ( )κ 4 λ 20µ 583+ + =  (1).

Επειδή 0 κ 4≤ <  και το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης δύο ακέραιων είναι µοναδι-

κοί αριθµοί, από την (1) προκύπτει ότι το κ ισούται µε το υπόλοιπο και το λ 20µ+ µε το

πηλίκο της διαίρεσης του 583 µε τον 4 δηλαδή κ 3=  και λ 20µ 145+ =  (2) αφού

583 4 145 3= ⋅ + .

Η σχέση (2) δηλαδή λ 20µ 145+ =  αφού λ 6<  εκφράζει την ταυτότητα της ευκλείδειας

διαίρεσης του 145 µε τον 20 η οποία είναι 145 20 7 5= ⋅ +  και για τους ίδιους µε τη πα-

ραπάνω περίπτωση λόγους ο λ 5=  και ο µ 7=  ως µοναδικά, υπόλοιπο και πηλίκο της

διαίρεσης του 145 µε τον 20 αντίστοιχα.
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Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

α. Να βρείτε τις τιµές του ακέραιου αριθµού κ ώστε ο αριθµός 
5 4

3

κ +α =  να είναι ακέραιος

β. Να βρείτε τις τιµές του κ∈Ζ  ώστε ο αριθµός 
6 3

4

κ −α =  να είναι ακέραιος

Λύση

α. Η διαίρεση του κ µε το 3 δίνει: 3κ = λ + υ  µε 0,1, 2υ = .

• Αν υ = 0 τότε κ = 3λ    οπότε
5 4 5·3 4 15 4 4

5
3 3 3 3

κ + λ + λ +α = = = = λ + ∉Ζ

• Αν υ = 1 τότε κ = 3λ + 1 οπότε
( )5 3 1 4 15 9

5 3
3 3

λ + + λ +α = = = λ + ∈Ζ

• Αν υ = 2 τότε κ = 3λ + 2 οπότε
( )5 3 2 4 15 14 14

5
3 3 3

λ + + λ +α = = = λ + ∉Ζ

άρα ο αριθµός 
5 4

3

κ +α =  είναι ακέραιος όταν 3 1,κ = λ + λ∈Ζ .

β. Από την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του κ µε το 4 προκύπτει:

κ = 4λ + υ µε 0 4≤ υ <  δηλαδή υ = 0, 1, 2, 3.

• Αν υ = 0    τότε   κ = 4λ       οπότε
6·4 3 24 3 3

6
4 4 4

λ − λ −α = = = λ − ∉Ζ .

• Αν υ = 1    τότε   κ = 4λ + 1 οπότε
( )6· 4 1 3 24 3 3

6
4 4 4

λ + − λ +α = = = λ + ∉Ζ .

• Αν υ = 2   τότε   κ = 4λ + 2  οπότε
( )6 4 2 3 24 9 3

4
6 6 2

λ + − λ +α = = = λ + ∉Ζ .

• Αν υ = 3   τότε   κ = 4λ + 3  οπότε
( )6 4 3 3 24 15 15

4
4 4 4

λ + − λ +α = = = λ + ∉Ζ .

Άρα δεν υπάρχει κ∈Ζ  τέτοιο ώστε το α∈Ζ .

Άσκηση 2

Αν ο ακέραιος κ διαιρούµενος µε 4 δίνει υπόλοιπο 2 να δείξετε ότι ο αριθµός

2 2 3α = κ + κ+  διαιρούµενος µε 4 δίνει υπόλοιπο 3.

Λύση

Αφού ο κ διαιρούµενος µε 4 δίνει υπόλοιπο 2 τότε είναι της µορφής  4 2,κ = λ + λ∈Ζ .

Είναι ( ) ( )22 22 3 4 2 2 4 2 3 16 16 4 8 4 3α = κ + κ + = λ + + λ + + = λ + λ + + λ + + =

     ( )2 2 216 24 11 16 24 8 3 4 4 6 2 3 4 3λ + λ + = λ + λ + + = λ + λ + + = ρ + .

Άρα το υπόλοιπο της διαίρεσης του α µε 4 είναι 3.
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Άσκηση 3

Αν σε µια διαίρεση ο διαιρετέος είναι ο 532 και το πηλίκο ο 19 να βρείτε τον διαιρέτη

και το υπόλοιπο.

Λύση

Είναι 532 19· , 0= δ+ υ ≤ υ < δ . Οπότε 532 19· 532 19·= δ + υ⇔ − δ = υ   (1)

Επίσης 
(1)

532
532 19 532 20

200 0 532 19
532

0 532 19 19 532
19

 − δ < δ ⇔ < δ ⇔ δ >≤ υ < δ⇔ ≤ − δ < δ
 ≤ − δ ⇔ δ ≤ ⇔ δ ≤


Άρα  
532 532

26,6 28
20 19

< δ ≤ ⇔ < δ ≤ , οπότε το δ παίρνει τις τιµές 27,28.

• Αν δ = 27 τότε από την (1) είναι 532 19·27 19υ = − ⇔ υ = .

• Αν δ = 28 τότε από την (1) είναι 532 19·28 0υ = − ⇔ υ = .

Άσκηση 4

Αν ο α είναι περιττός ακέραιος να δείξετε ότι ο αριθµός  
4 1

16

α − ∈Ζ

Λύση

1ος τρόπος

Αφού ο α είναι είναι περιττός  γράφεται µε τη µορφή : 2 1,α = λ + λ∈Ζ .

Τότε  
( ) ( )( ) ( )( )( )22 2 2 24 1 1 1 1 1 11

16 16 16 16

α − α − α + α − α + α +α − = = = =

( )( )( ) ( )( )2 22 1 1 2 1 1 4 4 1 1 2 2 2 4 4 2

16 16

λ + − λ + + λ + λ + + λ λ + λ + λ +
= = =

( ) ( ) ( )( )2 22 ·2 1 ·2 2 2 1 8 1 2 2 1

16 16

λ λ + λ + λ + λ λ + λ + λ +
= = =

( )( ) ( ) ( )
2 2

( )
2

1 2 2 1 2 2 2 1
2 2 1

2 2

∗λ λ + λ + λ + ρ λ + λ +
= = = ρ λ + λ + ∈Ζ

(*) , 1λ λ + είναι διαδοχικοί ακέραιοι οπότε ( )1 2λ λ + = ρ

2ος τρόπος

(Από την εφαρµογή (2) του Σχολ. βιβλίου “Μαθηµατικά Θετικής Κατευθυνσης”

ii) Το τετράγωνο κάθε περιττού αριθµού είναι της µορφής  2 8 1,α = λ + λ∈Ζ .

Είναι  
( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 24 1 1 8 1 1 8 1 1 8 8 2 16 4 11

16 16 16 16 16

α − α + λ + − λ + + λ λ + λ λ +α − = = = = =

         ( )4 1= λ λ + ∈Ζ .
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Άσκηση 5

Αν ο ακέραιος αριθµός α δεν είναι πολλαπλάσιο του 3 να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρε-

σης του 
2 1α +  µε το 3.

Λύση

Ο ακέραιος α γράφεται: 3 , 0,1,2α = λ + υ υ = .

∆ηλαδή: 3

3 1

3 2

α = λ
α = λ +
α = λ +

Αφού το α δεν είναι πολ/σιο του 3 είναι  

3 1

ή

3 2

α = λ +


α = λ +

• Αν α = 3λ + 1 τότε ( ) ( )22 2 21 3 1 1 9 6 2 3 3 2 2 3 2

ρ

α + = λ + + = λ + λ + = λ + λ + = ρ+
�����

, οπότε το

υπόλοιπο της διαίρεσης του 
2 1α +  µε 3 είναι 2.

• Αν α = 3λ + 2 τότε

( ) ( )22 2 2 21 3 2 1 9 12 5 9 12 3 2 3 3 4 1 2 3 2

ρ

α + = λ + + = λ + λ + = λ + λ + + = λ + λ + + = ρ+
�������

οπότε  το υπόλοιπο της διαίρεσης του 
2 1α +  µε 3 είναι 2.

∆.     ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1.  Να βρείτε το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης του α µε τον β στις παρακάτω περιπτώσεις:

i. α = 103,  β = 12, ii. α = -59,  β = 6 iii. α = 127,  β = -7    iv.  α = -98,  β = -3

2. Να βρείτε τους φυσικούς αριθµούς α, β, γ, δ για τους οποίους ισχύουν:

α. 6 24 72 658α+ β+ γ + δ =

β. 6, 4, 3α < β < γ <

3. Να εξετάσετε πότε ο αριθµός 
2 2

3

ν +α =  να είναι ακέραιος αν ν∈Ζ

4. Να βρείτε οι τιµές του ρ∈Ζ  ώστε ο αριθµός 
5 3

6

ρ +α =  να είναι ακέραιος.

5. Να δείξετε ότι για κάθε α∈Ζ  ο αριθµός 
( )( )1 2 1

6

α α + α +
 είναι ακέραιος
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6. Αν α περιττός ακέραιος να δείξετε ότι:

α. ο αριθµός 

23 6 3

12

α + α +
 είναι ακέραιος

β. ο αριθµός 
( )( )2 211 15

32

α + α +
είναι θετικός ακέραιος

7. ∆ίνεται το κλάσµα 

2

3 2

1

2

ν + ν +κ =
ν + ν +

, *ν∈Ν   το οποίο απλοποιείται µε τον αριθµό 7.

Να δείξετε  ότι ο ν διαιρούµενος µε 7 δίνει υπόλοιπο 2.

8. Να βρείτε τους ακέραιους αριθµούς ν ώστε ο αριθµός 
2 2

3

ν + ν +α =  να είναι ακέραιος.

9. Έστω α, β, γ διαδοχικοί περιττοί ακέραιοι. Να δείξετε ότι  αν ένας απ’αυτούς διαιρείται

µε τον αριθµό 3 δίνει υπόλοιπο µηδέν (υ = 0)

10. Αν α∈Ζ  και ο α δεν είναι πολλαπλάσιο του 4 να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του

2α  µε τον 4.

11. Να δείξετε ότι η εξίσωση 2x 1 8y= +  έχει λύση στο σύνολο των ακεραίων Ζ.

12. ∆ίνεται η εξίσωση 2x x 0α +β + γ =  όπου οι συντελεστές α, β και ο σταθερός όρος γ

είναι περιττοί ακέραιοι αριθµοί. Να δείξετε ότι η εξίσωση δεν έχει ρητές ρίζες.

13. Έστω f(x) πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές για το οποίο ισχύει ότι f (4)·f (5)  είναι

περιττός αριθµός. Να δείξετε ότι το f(x) δεν έχει ακέραια ρίζα.

14. Να εξετάσετε αν είναι δυνατόν ο αριθµός 3541 να γραφεί ως άθροισµα 600 φυσικών

αριθµών που επιλέγονται από το σύνολο { }A 1,3,5,7,9=

15. Να βρείτε τους φυσικούς αριθµούς x, y ώστε να ισχύει η σχέση 189 13 25= α + β  µε

12α+β < .
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Ε. ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

1. Έστω πολυώνυµο ( ) 3Ρ x x x λ= + − , λ Ζ∈ , x R∈  και ακέραιος α ο οποίος διαιρούµ-

ενος µε τον 9 δίνει πηλίκο λ 1− +  και υπόλοιπο τον ( )Ρ 2 .

α. Να προσδιορίσετε το πολυώνυµο ( )Ρ x  και τον ακέραιο α αν το πηλίκο είναι περιτ-

τός ακέραιος.

β. Να δείξετε ότι οι ακέραιοι α του πρώτου ερωτήµατος αποτελούν διαδοχικούς

όρους αριθµητικής προόδου.

2. α. Να δείξετε ότι για κάθε , , , *κ λ µ∈Ζ ν∈Ν  ισχύει ότι: ( )ν νκλ + µ = πολκ + µ

β. Να βρείτε το τελευταίο ψηφίο του αριθµού 20039 .

(Υπ.: α. ( ) ( ) ( ) ( )P x x 2 Π x P 2= − + , ( ) ( )α λ 1 P 2= − + +
 β. Είναι 9 2 4 1= ⋅ +  και χρησιµοποιήστε το α)
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Α.    ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ   ΘΕΩΡΙΑΣ

Ορισµός

Έστω α,β δυο ακέραιοι  µε β 0≠ . Θα λέµε ότι ο β διαιρεί τον α και θα γράφουµε β/α όταν

η διαίρεση του α µε τον β είναι τέλεια. ∆ηλαδή όταν υπάρχει ακέραιος κ ώστε α = κβ

Στην περίπτωση αυτή λέµε ακόµη ότι:

• α  διαιρείται µε τον β

• α πολλαπλάσιο του β

• β είναι διαιρέτης του α

• β είναι παράγοντας του α

Αν β δεν διαιρεί τον α τότε γράφουµε β α

Επισήµανση : Στο εξης όταν χρησιµοποιείται ο συµβολισµός β/α οι αριθµοί α,β είναι

ακέραιοι  και β 0≠ , αν αυτό δεν αναφέρεται.

Συνέπειες του ορισµού

• Αν β/α τότε  – β/α

• ± 1/α , α ∈ Ζ , α / α,α Ζ*± ∈

• β/0 για κάθε β Ζ∈ *

• β/α τότε κβ/κα , κ ∈ Ζ *

Θεώρηµα

Έστω α,β,γ ακέραιοι.Ισχύουν τα παρακάτω

• Αν α/β και β/α τότε α = ±β

• Αν α/β και β/γ  τότε α/γ

• Αν α/β τότε α/λβ για κάθε λ ∈ Ζ
• Αν α/β και α/γ τότε α/ (β + γ)

• Αν α/β και β 0≠  τότε α β≤
Σαν συνέπεια του πιο πάνω θεωρήµατος ισχύει:

Αν α/β και α/γ τότε α / ( κβ + λγ) , για κάθε κ, λ ∈ Ζ
δηλ.ότι “αν ένας ακέραιος α διαιρεί δύο άλλους ακεραίους β και γ διαιρεί και ένα

οποιοδήποτε γραµµικό συνδυασµό των β και γ. ”
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Οι παρακάτω προτάσεις αναφέρονται σε σηµαντικά και εύχρηστα συµπεράσµατα. Όσα δεν

αναφέρονται  σαν προτάσεις στο σχολικό βιβλίο θα πρέπει να αποδεικνύονται.

Πρόταση 1

Θεωρούµε την ευκλείδεια διαίρεση του α µε τον β και έστω κ και υ το πηλίκο και το

υπόλοιπο αντίστοιχα.

i.  Αν ένας ακέραιος x διαιρεί και τον α και τον β τότε διαιρεί και τον υ.

ii. Αν ένας ακέραιος x διαιρεί και τον β και τον υ τότε διαιρεί και τον α.

Απόδειξη

Η ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης είναι α κβ υ α κβ υ= + ⇔ − =   (Τ)

i. Αφού x / α είναι α λx, λ Ζ= ∈    (1)

 x / β  είναι x, Zβ = µ µ ∈  οπότε xκβ = κµ    (2)

Αφαιρώντας κατα µέλη από την (1) την (2) έχουµε

( )α βκ λ κµ x− = −  ή λόγω της (Τ) υ = ρx όπου ρ = λ - κµ, ρ Ζ∈ .  Οπότε    x/υ.

ii. Αφου x / β  είναι β = λx, λ ∈ Ζ  οπότε xκβ = λκ    (3)

x / υ  είναι υ µx, µ Ζ= ∈    (4)

Με πρόσθεση κατά µέλη των (3) και (4) έχουµε ( )κβ υ λκ µ x+ = +  ή λόγω της (Τ) προ-

κύπτει ότι α = ρx όπου ,ρ = λκ + µ ρ∈ Ζ . Αποδείξαµε ότι x / α .

Η απόδειξη των παραπάνω µπορεί να γίνει πιο σύντοµα κάνοντας χρήση της ιδιότητας

του γραµµικού συνδυασµού. Αποδεικνύουµε ενδεικτικά το i.

Αφου x / α και x / β τότε ( )x /α κ β+ −  οπότε λόγω της (Τ) προκύπτει ότι x / υ.

Πρόταση 2

Έστω α, β, γ, x, y ακέραιοι. Αν γ / α και ( )γ / xα yβ±  τότε / yγ β
Απόδειξη

Αφού γ / α είναι α = κγ οπότε  xα = xκγ  (1) ,µε κ ακέραιο  και xα yβ λγ, λ Ζ+ = ∈    (2).

Με αφαίρεση κατά µέλη των (1) και (2) έχουµε y xβ = λγ − κ γ  ή ( )y xβ = λ − κ γ  ή yβ = ργ
όπου ρ λ κx, ρ Ζ= − ∈ . Αποδείξαµε ότι / yγ β .

Οµοίως αποδεικνύεται για γ / ( xα - yβ ).

Προσοχή!!

1. Αν / yγ β  δεν προκύπτει ότι / yγ  ή /γ β  (χωρίς να αποκλείεται βέβαια και αυτή η

περίπτωση). Για παράδειγµα , ( )6 / 36 4 9= ⋅  ενω 6  4 και 6  9.

2. Αν / yγ β  και γ  y δεν προκύπτει ότι γ / β. Για παράδειγµα, ( )30 / 60 5 12= ⋅  και 30  12

χωρίς βέβαια  30 / 5.

3. αν y / γ και β / γ δεν προκύπτει y /β γ .

Για παράδειγµα 6 /12 και 4 /12  ενω ( )6·4  12
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Πρόταση 3

Έστω 1 1α κ γ υ= +  και 2 2β κ γ υ= +  η ευκλείδεια διαίρεση του α µε τον γ και του β µε

τον γ αντίστοιχα, 1 2κ , κ , Ζ∈ . Να δείξετε τις παρακάτω ισοδυναµίες:

i. ( ) 1 2γ / α β υ υ− ⇔ = ii. ( ) ( )1 2γ / α β γ / υ υ+ ⇔ +

iii. 1 2γ / α·β γ / υ ·υ⇔ iv. ν ν

1γ / α γ / υ⇔
Απόδειξη

(i) •  Είναι 1 1α κ γ υ= +  και 2 2β = κ γ + υ  1 2, ,κ κ ∈ Ζ  οπότε ( )1 2 1 2α β κ κ γ υ υ− = − + −  (Ι)

     Αφού ( )γ / α β−  από την υπόθεση είναι φανερό ότι 1 2 1 20υ − υ = ⇔ υ = υ

 • Αντίστροφα αν 1 2 1 2υ υ υ υ 0= ⇔ − =  τότε από την (Ι) προκύπτει ότι ( )1 2α β κ κ γ− = −

   δηλαδή ότι ( )γ / α β−

(ii) •  Έχουµε ( )1 2 1 2α β κ κ γ υ υ+ = + + +   (ΙΙ)

   Αφου ( )γ / α β+  από την υπόθεση τότε ( )1 2 1 2/γ κ + κ γ + υ + υ .

    Όµως ( )1 2/γ κ + κ γ  (προφανές). Σύµφωνα µε την πρόταση 2 ισχύει ( )1 2/γ υ + υ .

• Αντίστροφα αν ( )1 2/γ υ + υ , επειδή ( )1 2/γ κ + κ γ  σύµφωνα µε την ιδιότητα του γραµµι-

   κού συνδυασµού έχουµε ( )1 2 1 2/γ κ + κ γ + υ + υ . Οπότε λόγω της σχέσης (ΙΙ) είναι και

   ( )/γ α + β .  Οι αποδείξεις των (ii), (iv) γίνονται µε παρόµοιο τρόπο.

Β. ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Για την απόδειξη ισχυρισµών: / ήΑ Β Β = πολΑ  συνήθως χρησιµοποιούµε έναν

από τους παρακάτω τρόπους.

• Παραγοντοποιούµε τον διαιρετέο Β έτσι ώστε να εµφανίσουµε τον Α ως παρά-

γοντα της έκφρασης του Β.

• Κάνουµε χρήση της ευκλείδειας διαίρεσης του διαιρετέου Β µε τον ακέραιο

διαιρέτη Α. (ο οποίος εν γένει µπορεί να είναι µια παράσταση ακεραίων).

• Εφαρµόζουµε την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής

• Κάνουµε χρήση των γνωστών ταυτοτήτων µε x, y ακέραιους και ∗ν ∈ Ν

(i) ( )( ) ( )1 2 2 1x y x y x x y ........ xy y . x yν ν ν− ν− ν− ν−− = − + + + + = πολ −

(ii) ( )( ) ( )1 2 2 1x y x y x x y ........ xy y . x yν ν ν− ν− ν− ν−+ = + − + − + = πολ +  , µε ν περιττό

 (iii)
2k 2kx y x yν ν− = −  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )k k 2 k 1 2 k 12 2 2 2x y x y x ..... y− −− = − + +

    ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 k 1 2 k 1x y x y x ...... y . x y− −= + − + + = πολ ±  , µε ν άρτιο.

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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Παράδειγµα 1

Έστω 2 2A 3 ·7 3 ·7 5·21ν+ ν ν ν+ ν= + −  . Να δείξετε ότι 21/Α και 53/Α

Λύση

Είναι 
2 2A 3 ·3 ·7 3 ·7 7 5·3 ·7ν ν ν ν ν ν= + − =

( ) ( )2 23 ·7 3 7 5 3 ·7 9 49 5 3 ·7 53 21 ·53ν ν ν ν ν ν ν= + − = + − = = .

Αφού ( )1A 21 ·53 21· 21 ·53ν ν−= =  είναι φανερό ότι 21/Α και A 21 ·53ν= ,  απ’ όπου προκύπ-

τει ότι  53/Α.

Παράδειγµα 2

Να δείξετε ότι ( )( )2 2 2 .3α α − α + = πολ , όπου α ∈ Ζ .

Λύση

Η ευκλείδεια διαίρεση του α µε το 3 είναι: 3α = κ + υ  µε 0,1,2υ = κ ∈ Ζ .

Αν υ = 0 τότε α = 3κ δηλαδή ( )( )
( )( )

( )( )

2 2 2

6 3 2 3 2

3 2 3 2 3 2 3

α α − α + =

= κ κ − κ +

= κ κ − κ + = πολ  

Αν υ = 1 τότε α = 3κ + 1 δηλαδή ( )( )
( )( )( )

( )( )( )

2 2 2

2 3 1 3 1 3 3

3 2 3 1 3 1 1 .3

α α − α + =

= κ + κ − κ +

= κ + κ − κ + = πολ  

Αν υ = 2 τότε α = 3κ + 2 δηλαδή ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 3 2 3 3 4 3 2 3 2 3 4 .3

α α − α + =

= κ + κ κ + = κ + κ κ + = πολ  
Παράδειγµα 3

Να δείξετε ότι ( )3/ 7 3 1ν + ν − , για κάθε *ν ∈ Ν
Λύση

Έστω ο ισχυρισµός ( ) : 7 3 41 3νΡ ν + ν − = πολ

• Για ν = 1 είναι 
17 3·1 1 9 3+ − = = πολ  , που ισχύει δηλαδή ο Ρ(1) είναι αληθής

• Έστω ότι ισχύει ο ( ) : 7 3 1 3νΡ ν + ν − = πολ    (1)

Θα δείξουµε ότι ισχύει ο ( )1Ρ ν + δηλαδή ( )17 3 1 1 .3ν+ + ν + − = πολ
Έχουµε ( )17 3 1 1ν+ + ν + − = 7 ·7 3 3 1ν + ν + −  (από τη σχέση (1))

        

( )

( )

.3 3 1 7 3 2

7 .3 21 7 3 2

7 .3 18 9

7 .3 3 6 3 .3

= πολ − ν + + ν + =
= πολ − ν + + ν + =
= πολ − ν + =
= πολ + − ν + = πολ

Άρα ο ισχυρισµός ( )vΡ  ισχύει για κάθε 
*ν ∈ Ν

ης
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Παράδειγµα 4

Να δείξετε ότι:

α. 32 / (92004 – 72004)  β. 130 /(92004 – 72004)   γ. 16 / (92003 + 72003)

Λύση

α. 92004 – 72004  = 811002 – 491002  =  πολ.(81 – 49) = πολ.32. Άρα   32/ (92004 – 72004).

β. 92004 – 72004  = 811002 – 491002  =  πολ.(81 + 49) = πολ.130. Άρα   130/ (92004 – 72004).

γ. 92003 + 72003  =  πολ(9 + 7)  =  πολ.16. Άρα   16 /(92003 + 72003).

Όλα τα παραπάνω είναι άµεση εφαρµογή της µεθόδου 1.

Παράδειγµα 1

α. Να βρεθούν οι πιθανοί ακέραιοι που διαιρούν τους ακέραιους αριθµούς   2α + 3  και

3α + 4  ( )α ∈ Ζ

β. Να δείξετε ότι το κλάσµα 
2 3

3 4

α +
α +

 δεν απλοποιείται (είναι δηλαδή ανάγωγο)

Λύση

α. Έστω δ ο πιθανός κοινός διαιρέτης

Τότε   
( )
( )

/ 2 3

/ 3 4

δ α + 


δ α + 
   οπότε   ( ) ( )/ 3 2 3 2 3 4δ α + − α +    ή ( )/ 6 9 6 8δ α + − α −  ή /1δ .

Εποµένως είναι 1δ = ± .

β. Από το πρώτο ερώτηµα προκύπτει ότι οι µοναδικοί κοινοί διαιρέτες του αριθµητή 2α + 3

και του παρονοµαστή 3α + 4 είναι 1± . ∆ηλαδή το κλάσµα δεν απλοποιείται.

Παράδειγµα 1

Να βρεθούν ακέραιοι αριθµοί α ώστε ( )3/ 7α −
Λύση

Αφού α ∈ Ζ  τότε: α = 3κ   ή   α = 3κ + 1   ή   α = 3κ + 2, Zκ ∈
Αν α = 3κ , κ ∈ Ζ τότε 7 3 7 3α − = κ − ≠ πολ
Αν α = 3κ + 1, κ ∈ Ζ τότε α – 7 = 3κ – 6 = 3(κ – 2) = πολ3

Αν α = 3κ +2, κ ∈ Ζ τότε 7 3 5 3α − = κ − ≠ πολ
Άρα οι ζητούµενοι ακέραιοι είναι της µορφής α = 3κ + 1, κ ∈ Ζ

Σε ασκήσεις που ζητείται να βρεθούν οι πιθανοί κοινοί διαιρέτες δύο ακεραίων α-

ριθµών βρίσκουµε τους διαιρέτες κατάλληλου γραµµικού συνδυασµού τους.

Κατηγορία - Mέθοδος   2

Ασκήσεις που ζητείται η εύρεση ακεραίου α όταν δίνεται συνθήκη διαιρετότη-

τας της µορφής: ( ) ( ) ( ) ( )λ / f α ή f α / λ ,λ Ζ ή f α / g α∈

Κατηγορία - Mέθοδος   3
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Παράδειγµα 2

Να βρεθούν οι ακέραιοι αριθµοί α ώστε ( )2 5 / 3α +
Λύση

Οι διαιρέτες του 3 είναι: 1, 3± ±
Άρα 2α 5 1 α 2+ = ⇔ = −
  ή 2α 5 1 α 3+ = − ⇔ = −
  ή 2α 5 3 α 1+ = ⇔ = −
  ή 2α 5 3 α 4+ = − ⇔ = −

Παράδειγµα 3

Να βρείτε φυσικό αριθµό α ώστε ( ) ( )2α 2 / α 1+ +
Λύση

2

2

α 2α 0α 1

α 2α 2α

2α 1

2α 4

5

++ +
−− −

− +
+ +

Σύµφωνα µε την ταυτότητα της διαίρεσης των πολυωνύµων έχουµε:

( )( )2α 1 α 2 α 2 5+ = + − +    (1)

Aφού  ( ) ( )2α 2 / α 1+ + προκύπτει :

 
( )( ) ( )

2 (1) α 2 α 2 5α 1 5
Ζ Ζ α 2 Ζ

α 2 α 2 α 2

+ − ++  ∈ ⇔ ∈ ⇔ − + ∈ + + + 
.

Όµως ( )α 2 Ζ− ∈  οπότε πρέπει ( )5
Ζ δηλ. α 2 / 5

α 2
∈ +

+
. Οι διαιρέτες του 5 είναι: 1, 5± ± .

Αν α 2 5 τότε α 3 Ν+ = = ∈      ή  α 2 5 τότε α 7 Ν+ = − = − ∉

  ή 2 1 ό 1α + = τ τε α = − ∉ Ν    ή 2 1 ό 3α + = − τ τε α = − ∉ Ν .   Άρα  α = 3.



209.∆ιαιρετότητα

Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Αν , *α β ∈ Ν  και ( )4 3β α +  και ( )5 4β α +  να δείξετε ότι β = 1

Λύση

Ισχύει ότι :  ( )
( )

| 4 3

5 4

β α + 


και β α + 

   οπότε    ( ) ( )
( )

β 5 4α 3 4 5α 4 ή

β 20α 15 20α 16 ή

β 1

+ − +  
+ − −

−

Γνωρίζουµε ότι οι διαιρέτες του -1 είναι οι 1±  και επειδή *β ∈ Ν  είναι β = 1.

Άσκηση 2

Έστω α, β, δ ∈ Ζ  µε ( )5 17δ α + β  και ( )2 7δ α + β .

Να δείξετε ότι ( )δ α + β , ( )3 6δ α + β
Λύση

Ισχύει ότι     
( )
( )

| 5 17

| 2 7

δ α + β 


δ α + β 
     οπότε       ( ) ( )

[ ]
| 2 5 17 5 2 7 ή

| 10 34 10 35 ή

|

δ α + β − α + β  
δ α + β − α − β
δ −β

Άρα και |δ β

Επίσης     
| 5 17

| 2 7

δ α + β
δ α + β 

     οπότε  ( ) ( )δ | 7 5α 17β 17 2α 7β ή

δ | 35α 119β 34α 119β ή

δ | α

+ − +
+ − −

|

|

Αφου δ α
και δ β 

 ισχύει ότι  |δ α + β και | 3 6δ α + β   ως γραµµικός συνδυασµό των α, β.

Άσκηση 3

Να δείξετε  ότι για κάθε ν ∈ Ζ  ισχύει ( ) ( )2 4 21 | 1ν − ν + ν + ν +
Λύση

Είναι ( ) ( )24 2 4 2 2 4 2 2 2 21 2 1 2 1 1ν + ν + = ν + ν − ν + = ν + ν + − ν = ν + − ν =

( )( ) ( )( )2 2 2 21 1 1 1ν + + ν ν + − ν = ν + ν + ν − ν +

Άρα ( ) ( )( )4 2 2 21 1 1ν + ν + = ν + ν + ν − ν +  οπότε ( ) ( )2 4 21 | 1ν − ν + ν + ν + .
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Άσκηση 4

Να βρείτε τον φυσικό αριθµό ν για τον οποίο ισχύει : ( ) 22 1 | 2ν + ν + ν − .

Λύση

Έχουµε ότι   ( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( )

2

2

2

2

2 1 | 4 2

2 1 | 4 4 8

2 1 | 4 4 1 9

2 1 | 2 1 9

ν + ν + ν − ⇔

ν + ν + ν − ⇔

ν + ν + ν + − ⇔

ν + ν + −

( ) ( )
( ) ( )

2

2

2 1 | 2 1

2 1 | 2 1 9

οµως ν + ν + 


και ν + ν + − 
  οπότε πρέπει ( )2 1 | 9ν + .

Αφού  ( )2 1 | 9ν +   τότε   

2 1 1 2 0 0

2 1 1 2 2 1

2 1 3 2 2 1

2 1 3 2 4 2

2 1 9 2 8 4

2 1 9 2 10 5

ν + = ⇔ ν = ⇔ ν = ∈ Ν
 ν + = − ⇔ ν = − ⇔ ν = − ∉ Ν
 ν + = ⇔ ν = ⇔ ν = ∈ Ν
 ν + = − ⇔ ν = − ⇔ ν = − ∉ Ν
 ν + = ⇔ ν = ⇔ ν = ∈ Ν


ν + = − ⇔ ν = − ⇔ ν = − ∉ Ν

Άρα ν = 0, 1, 4.

Άσκηση 5

Να βρείτε τους κοινούς διαιρέτες των αριθµών 2κ – 1  και 2κ + 1 όπου κ ∈ Ζ
Λύση

Έστω δ κοινός διαιρέτης των 2κ  – 1  και  2κ + 1 τότε:

και 
( )
( )

/ 2 1

/ 2 1

δ κ − 


δ κ + 
 Οπότε ( ) ( )( )/ 2 1 2 1δ κ − − κ +  ή ( )/ 2 1 2 1δ κ − − κ − , οπότε / 2δ − .

Άρα οι πιθανοί κοινοί διαιρέτες των 2κ –1 και 2κ + 1 είναι οι διαιρέτες  του -2, δηλαδή

 δ =  ±1, ±2.

Όµως οι 2κ – 1  και 2κ + 1 είναι περιττοί αριθµοί οπότε δεν  µπορούν να έχουν για διαιρέτες,

τους 2± . Άρα οι κοινοί διαιρέτες των 2κ – 1  και 2κ + 1 είναι οι: ± 1.

Άσκηση 6

Έστω το κλάσµα 
2 3

,
2

ν + ν ∈ Ν
ν +

α. Να βρείτε τους φυσικούς αριθµούς v ώστε το κλάσµα να απλοποιείται.

β. Να βρεθεί ο φυσικός αριθµός v ώστε το κλάσµα να είναι ακέραιος.
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Λύση

α. Για να απλοποιείται πρέπει να υπάρχει (ακέραιος) κοινός διαιρέτης δ του αριθµητή και

του παρονοµαστή (µε 1δ ≠ ± ) ώστε  
( )
( )

2/ 3

/ 2

δ ν + 


δ ν + 
οπότε ( ) ( )( )2/ 3 2δ ν + − ν ν +

ή ( )/ 3 2δ − ν

Τότε:   
( )
( )

/ 2

/ 3 2

δ ν + 


δ − ν 
  οπότε   ( ) ( )( )/ 2 2 3 2δ ν + + − ν  ή / 7δ . Άρα 1, 7δ = ± ±

Αφού το κλάσµα απλοποιείται και 1δ ≠ ± , πρέπει 7δ = ± .

∆ηλαδή   2 7ν + = ⋅ κ   ή  7 2ν = κ − ∈ Ζ .

Αφού ν ∈ Ν  πρέπει 0ν ≥  οπότε ( )2
7 2 0

7
κ − ≥ ⇔ κ ≥ κ ∈ Ζ . Άρα 1κ ≥ .

Επίσης ν2  +3 = (7κ  – 2)2 + 3 = 49κ2  –  28κ + 4 + 3 = 7(7κ2 – 4κ +1) = 7πολ .

Εποµένως  7 2ν = κ −  µε κ ∈ Ζ  και 1κ ≥ .

β.

2

2

20 3

22

2 3

2 4

7

ν +ν + ν +
ν −−ν − ν

− ν +
ν +

Από την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης έχουµε ν2 + 3 = (ν + 2)(ν  – 2) + 7.

Έτσι έχουµε 
( )( )

( )
2 2 2 73 7

2
2 2 2

ν + ν − +ν +  ∈ Ζ ⇔ ∈ Ζ ⇔ ν − + ∈ Ζ ν + ν + ν + 
 και αφού (ν –2) ∈ Ζ

πρέπει 
7

2
∈ Ζ

ν +
 δηλαδή ( )2 / 7ν + . Όµως  διαιρέτες του 7 είναι ± 1 , ± 7

Άρα πρέπει ν + 2 να ισούται µε 1±  ή 7±
Αν         2 1 1ν + = τοτε ν = − ∉ Ν

Αν         2 1 3ν + = − τοτε ν = − ∉ Ν

Αν         2 7 5ν + = τοτε ν = ∈ Ν

Αν         2 7 9ν + = − τοτε ν = − ∉ Ν
Ώστε πρέπει ν = 5 για να είναι το κλάσµα ακέραιος.
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Άσκηση 7

Για τους ακέραιους α,β να δείξετε ότι 2 2· 2α β − αβ = πολ
Λύση

Είναι 1 1 12 0α = κ + υ µε υ =  ή  1 1υ = , 1κ ∈ Ζ

και 2 2 22 0β = κ + υ µε υ =  ή  2 1υ = , 2κ ∈ Ζ
Ισχύει:

 

( )
( )( )( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2

4 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 , ,

α β − αβ = αβ α − β =

= κ + υ κ + υ κ + υ − κ − υ =

= κ κ + κ υ + κ υ + υ υ κ − κ + υ − υ =

= κ κ + κ υ + κ υ + υ υ κ − κ + υ − υ =      
= λ + υ υ µ + υ − υ µε λ = κ κ + κ υ + κ υ λ ∈ Ζ και µ = κ − κ µ ∈ Ζ

Με την βοήθεια του πίνακα διαπιστώνουµε ότι σε κάθε περίπτωση επειδή ή 1 2· 0υ υ =   ή

1 2 0υ − υ =  οπότε ο ακέραιος 2 2 .2α β − αβ = πολ

Άσκηση 8

Έστω α, β ∈ Ζ  µε 9/(5α + 4β), να αποδείξετε ότι 9/(4α + 5β)

Λύση

Έχουµε 9/(5α + 4β)   (1)

Όµως 9 / 9 οπότε ( )9 / 9 α + β  ή ( )9 / 9 9α + β    (2)

Από (1) και (2) ισχύει ότι ( ) ( )9 / 9 9 5 4α + β − α + β    ή ( )9 / 9 9 5 4α + β − α − β  ή ( )9 / 4 5α + β

Άσκηση 9

Αν 17/(3α + 2β)  µε α,β∈ Ζ  να δείξετε ότι:  17/(5α + 9β)

Λύση

Αφού 17/(3α + 2β) τότε

3 2 17 , 2 17 3 2 16 2 8
2

κ − αα + β = κ κ ∈ Ζ ⇔ β = κ − α ⇔ β = κ − α + κ − α ⇔ β = κ − α +  (1)
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Επειδή β∈ Ζ  τότε 
2

κ − α ∈ Ζ  δηλαδή , 2 2
2

κ − α = λ λ ∈ Ζ ⇔ κ − α = λ ⇔ α = κ − λ   (2)

Η (1) λόγω της (2) γίνεται ( )8 2 8 2 7 3β = κ − κ − λ + λ ⇔ β = κ − κ + λ + λ ⇔ β = κ + λ   (3)

Λόγω των (2) και (3) έχουµε ( ) ( )
( )

5 9 5 2 9 7 3 5 10 63 27

68 17 17 4 17

α + β = κ − λ + κ + λ = κ − λ + κ + λ =

= κ + λ = κ + λ = πολ

Άρα 17/(5α + 9β)

Άσκηση 10

Αν Α = 3 + 32 + 33 + 34 +……….+ 340 να δειχθεί ότι :

α. 3/Α β. 4/A γ. 40/Α

Λύση

α. A = 3 + 32 + 33 + 34 +……….+  340

          = 3(1 + 3 + 32 + 33 +……..+ 339)

         = πολ.3      Άρα   3/Α

β. Α = 3 + 32 + 33 + 34 +……….+ 340

         = 3( 1 + 3 ) +33( 1+3 )+……. + 339 ( 1 + 3 )

         = 3·4 + 33·4…………+ 339·4

         = 4(3 + 33+………+339)

       =πολ.4     Άρα  4/Α

γ. A = 3 + 32 + 33 + 34 +35 + 36 + 37 + 38……….+  340

         = 3(1 + 3 + 32 + 33 )+ 35(1 + 3 + 32 + 33)+……….+ 337(1 + 3 + 32 + 33)

         =3·40 + 35·40 + ……. + 337·40

         = 40(3 + 35 + ………. +337)

        = πολ.40 Άρα 40/Α

Άσκηση 11

Αν οι ακέραιοι x και y δεν είναι πολλαπλάσια του 3 να δείξετε ότι

α. x2 = 3κ + 1, κ ∈ Ζ
β. 9/(x6 – y6)

Λύση

α. Είναι 
3x

pυ
     οπότε x = 3p + υ , p Z∈  και υ = 0,1,2

Aφού το x δεν είναι πολλαπλάσιο του 3 το 0υ ≠
•Αν υ = 1 τότε x = 3p + 1 οπότε x2  = 9p2 + 6p + 1 ⇔ x2 = 3(3p2 + 2p) + 1 ή x2 = 3κ + 1,  κ ∈ Ζ
• Αν υ = 2 τότε x = 3p + 2 οπότε x2  =  9p2 + 12p + 4 ⇔ x2 = 9p2 + 12p + 3 + 1 ⇔ x2 = 3(3p2 + 4p + 1) + 1

Άρα x2 = 3κ + 1 , κ ∈ Ζ
β. Από το α. αφού  x 3≠ πολ  τότε x2 = 3κ + 1 , κ ∈ Ζ
     οπότε x6 = (x2)3 = (3κ + 1)3 = 27κ3 + 27κ2 + 9κ + 1= 9(3κ3 + 3κ2 + κ) +1 = 9λ + 1 , Zλ ∈

Οµοίως y6 = 9µ + 1, µ ∈ Ζ
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Έτσι  x6 – y6 = (9λ + 1) – (9µ + 1) = 9λ +1 – 9µ – 1 = 9(λ – µ) = πολ9

οπότε  9/( x6 – y6)

Άσκηση 12

Αν ο ακέραιος α δεν διαιρείται µε το 4, να αποδείξετε ότι και ο αριθµός 2α2  + 3α δεν

διαιρείται µε το 4.

Λύση

Εφόσον  ο ακέραιος α δεν διαιρείται µε το 4, θα είναι της µορφής : 4κ+1 ,   4κ+2 , 4κ+3  µε κ ∈ Ζ
• Αν α = 4κ + 1 τότε: 2α2 + 3α = 2(4κ + 1)2 + 3(4κ + 1)

                                                          = 2(16κ2 + 8κ + 1) +12κ + 3

                                                         = 32κ2 + 16κ + 2 +12κ + 3

                                                        = 32κ2 + 28κ + 5

                                                         = 4(8κ2 + 7κ + 1) + 1 = 4µ + 1 4≠ πολ
• Αν α = 4κ + 2 τότε: 2α2 + 3α = 2(4κ + 2)2 + 3(4κ + 2)

                                                          = 2(16κ2 + 16κ + 4) +12κ + 6

                                                         = 32κ2 + 32κ + 8 + 12κ + 6

                                                        = 32κ2 + 44κ + 14

                                                         = 4(8κ2 + 11κ + 3) + 2 = 4µ + 2 4≠ πολ
• Αν α = 4κ + 3 τότε: 2α2 + 3α = 2(4κ + 3)2 + 3(4κ + 3)

                                                          = 2(16κ2 + 24κ + 9) + 12κ + 9

                                                          = 32κ2 + 48κ + 18 +12κ + 9

                                                         = 32κ2 + 60κ + 27

                                                          =4(8κ2 + 15κ + 6) + 3 = 4µ + 3 4≠ πολ
Άρα ο 2α2 + 3α δεν διαιρείται µε το 4 όταν ο α δεν διαιρείται µε το 4.

Άσκηση 13

Να δείξετε ότι , για κάθε *Νν∈ , ισχύει : 32ν+1 + 2ν+2 = πολ 7.

Λύση

1ος τρόπος:

 Για κάθε 
*ν ∈ Ν  έχουµε:

  32ν+1 + 2ν+2  = 32ν·3 + 2ν·22=3·9ν + 4·2ν =

= 3·9ν + 7·2ν – 3·2ν = 3(9ν – 2ν) + 7·2ν =      Ισχύει      αν – βν = πολ(α – β) αν 
*ν ∈ Ν

= 3·πολ(9 – 2) + 7·2ν = 3·πολ 7 + 2ν·πολ 7 = πολ 7.

2oς τρόπος:

Έστω P(ν) ο προς απόδειξη ισχυρισµός

•  Για ν =1 ισχύει  32·1 + 1+ 21 + 2 = 35 = πολ 7

• Έστω ότι ισχύει ο P(ν) δηλαδή 32ν + 1 + 2ν + 2  = πολ 7    (1)

• Θα δείξουµε  ότι ισχύει ο P(ν + 1) δηλαδή 32(ν + 1)+1 + 2(ν + 1) + 2  = πολ 7

Πράγµατι είναι 32(ν + 1) + 1 + 2(ν + 1)  +2 = 32ν + 2 + 1 + 2ν + 3 = 32ν + 1 ·32 + 2ν·23    (από (1) )
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                                                                          = (πολ7 – 2ν·4)·9 + 2ν·8

                                                 = 9πολ7 – 36·2ν + 8·2ν

                                                 = 9πολ7 – 28·2ν

                                                 = 9πολ7 – 7·(4·2ν)

                                                = πολ7

∆.      ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Να δειχθεί ότι 3/ν(ν + 1)(2ν + 1) , όπου ν θετικός ακέραιος.
(Υπ.: Ευκλείδεια ∆ιαίρεση)

2. Αν  *ν ∈ Ν   να δειχθεί ότι  9/(3·4ν+2+10ν+5).

3. Να δείξετε ότι ( )4 1 29 / 2 2 1ν+ ν− −  για κάθε *ν ∈ Ν .

4. Να δείξετε ότι για κάθε *ν ∈ Ν  ισχύει: 2 17 48 7 48ν+ − ν − = πολ

5. Να δείξετε ότι για κάθε *ν ∈ Ν  ισχύει: ( )5 | 16·2 9·27ν ν+

6. Να δειχθεί ότι για κάθε ν θετικό ακέραιο ισχύει :  2ν/(ν +1)·(ν + 2)…..(2ν).

7. Να δειχθεί ότι 7222 + 2333  = πολ57

8. Αν ( )7 / α 5+  και ( )7 / 40 β−  µε µ α,β∈  ακέραιους να δείξετε ότι ( )7 / α β+  (θέµα 2001)

9. ∆ίνεται ο αριθµός 2α ν ν 5= + + . Να εξετάσετε αν υπάρχουν φυσικοί αριθµοί ν ώστε 3/α.

10. Να βρεθούν οι ακέραιοι α ( α 3≠ ) ώστε  το κλάσµα 
2

α 4α 4

α 3

− +
−

 να είναι ακέραιος

11. Να δείξετε ότι το κλάσµα 
5 4

, *
6 5

ν +κ = ν ∈ Ν
ν +

 δεν απλοποιείται για καµµία τιµή του ν.

12. Αν α,β Ζ∈  για τους οποίους ισχύει: ( )3 | 2α β+  και ( )3 | 5α 3β+  να δείξετε ότι: 9 | α·β .

13. Να βρείτε τους φυσικούς αριθµούς α Ν∈  ώστε να ισχύει: ( ) ( )2α 2 | α 4+ +
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14. Αν α Ν∈ *  και ( )3α | 3x 2x−  και ( )α | x 1+  να δείξετε ότι  α = 1

15. Αν οι αριθµοί ν,κ είναι ακέραιοι  µε ν/(κ2 + 1) και ν/(κ3 + 2), να βρεθούν οι πιθανές

τιµές του ν.

16. Να δείξετε ότι για κάθε 2002 20032003 | 2002 2003+

17. Αν α, β, γ περιττοί ακέραιοι αριθµοί να δείξετε ότι 4 416 | α β 2+ −

(Aπ.: ( ) ( )4 4 4 4 4 4
α β 2 α β 1 1 α 1 β 1 .........− = + − − = − + − =+ )

18. Αν x, y Z∈  και x | y  να δείξετε ότι ( ) ( )x 48 1 | 8 1− −

19. Αν α, β, γ ∈ Ζ  και ισχύει α β γ 0+ + =  να δείξετε ότι οι α, β, γ διαιρούν τον αριθµό 3 3 3α β γ+ +

(Υπ.: ταυτότητα Euler: 
3 3 3

α β γ 3αβγ+ + =  αν α + β + γ = 0)

Ε.    ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

Να δείξετε ότι : 6 / α3 - 6α2 - 7α , για κάθε ακέραιο  α.

( Υπ.: α3 - 6α2 - 7α = . . . = α(α+1)(α-1)-6α(α+1) )



Θέµα 1ο

A. Αν α, β
�

�

 µη µηδενικά διανύσµατα και ισχύει α β α β 1+ + − =
� �

� �

, τότε να δείξετε ότι:

i. 
1

α β
4

⋅ ≤
�

�

και ii. Αν  α β⊥
�

�

  τότε ισχύει  2 2 1
α β

4
+ =
�

�

 .

B. Να βρεθούν οι τιµές του λ ώστε η εξίσωση ( ) ( ) ( )2 2λ λ 2 x λ 4 y λ λ 2 0+ − + − + + =
i.  Να  παριστάνει ευθεία ii.  Να είναι παράλληλη στη x΄x

iii. Να είναι παράλληλη στον y΄y iv. Να διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

Θέµα 2ο

A. Αν β 0≠
�

 και 1 2α α α= +� � �

 µε 1α //β
�

�

 και 2α β⊥
�

�

  αποδείξτε ότι

1 2

α β
α β

β

⋅=
�

�

�

�

�
  και  2 2

α β
α α β

β

⋅= −
�

�

�

� �

�

.

B. ∆ίνονται οι ευθείες µε εξισώσεις :

( ) 1βyxα:ε
1

=+  και ( ) ( ) -2yβ-αxβ2:ε
2

=+  µε βα0,βκαιRβ,α ≠≠∈ .

i.   Βρείτε σχέση µεταξύ των α, β ώστε οι ευθείες να είναι παράλληλες.

ii.  Υπάρχουν τιµές των α, β ώστε οι ευθείες να ταυτίζονται;

iii. Στην  περίπτωση που οι ευθείες τέµνονται να αποδείξετε ότι το σηµείο τοµής τους

  κινείται σε σταθερή ευθεία.

Θέµα 3ο

A. Τα διανύσµατα α, β, γ
�

� �

 του επιπέδου, επαληθεύουν την σχέση ( )α x β γ x⋅ = +
�

� � � �

 (1).

i. Να αποδείξετε ότι: ( )( )β α 1 α x γ α⋅ − ⋅ = ⋅
�

� � �� �

ii. Εάν β α 1⋅ ≠
�

�

, να εκφράσετε το x
�

 ως συνάρτηση των α, β, γ
�

� �

.

B. Να βρείτε ένα σηµείο Μ της έλλειψης 
2 2x y

c : 1
25 9

+ = , τέτοιο ώστε να ισχύει � o
Ε΄ME 90= .

Επαναληπτικά  –  συνδυαστικα  θέµατα
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Θέµα 4ο

A. Σε τρίγωνο ΑΒΓ οι κορυφές είναι ( )Α 0,2 , ( )Β 2,2  και ( )Γ 3 3,3 3+ + . Να υπολογι-

στούν οι γωνίες του τριγώνου.

B. Μεταβλητά σηµεία Α και Β ολισθαίνουν πάνω στους άξονες x΄x και y΄y αντίστοιχα έτσι

ώστε  ( ) ( ) λ
OB

1

OA

1
=+  , µε λ σταθερό και Rλ ∈ *. Nα δείξετε ότι η ευθεία ΑΒ  διέρχεται

από σταθερό σηµείο.

Θέµα 5ο

Α. Αν σε  τρίγωνο ΑΒΓ και ισχύει ( ) ( )2 κ ΑΒ ΑΓ κ λ ΒΓ 0+ + + − =
���� ���� ���� �

, υπολογίστε τους

πραγµατικούς  κ, λ.

Β. Βρείτε την υπερβολή µε εστίες στον y΄y ,όταν διέρχεται από το σηµείο ( )Μ 4, 2  και

έχει ασύµπτωτες τις ευθείες 
1

y x
4

=  και 
1

y x
4

= − .

Θέµα 6ο

Α. Αν ρ 1=�

, q 2=�

 και η γωνία ( ) oρ,q 45=� �

, να βρείτε τη γωνία �( )ρ q,q−� � �

.

Β. ∆ίνεται η ευθεία 2ε : 4k x 4ky 30 0− + = . Να αποδειχθεί ότι για κάθε 
*k R∈  εφάπτεται στην

παραβολή 2
1C : y 30x= , κατόπιν να βρεθούν οι κοινές εφαπτοµένες της 1C  και του

κύκλου ( )2 2
2C : x 1 y 1+ + = .

Θέµα 7ο

Ενός τετραγώνου ΑΒΓ∆ µια πλευρά βρίσκεται στην ευθεία ε : x 2y 12 0− + = , το κέντρο του Κ

είναι το σηµείο ( )1, 1−  και µια κορυφή του είναι η ( )Λ 4,8 . Να βρεθούν οι άλλες κορυφές του.

Θέµα 8ο

Α. Αν α 2=�

, β 3=
�

, γ 2=�

 και ( ) ( ) π
α,β β, γ

4
= =

� �

� �

,  να βρεθεί το µέτρο του 2α 3β γ+ +
�

� �

.

Β. Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής που εφάπτεται στην ευθεία c : x y 1 0− + =  και  έχει

τις ίδιες εστίες µε την έλλειψη  

2 2x y
1

25 16
+ = .

Θέµα 9ο

Α. Αν α β γ 2= = =
�

� �

 και α β γ 0+ + =
� �

� �

, να βρεθεί το µέτρο του 2α 3β γ+ +
�

� �

.

Β. Να αποδειχθεί ότι ο λόγος των αποστάσεων τυχαίου σηµείου Μ της έλλειψης
2 2

2 2

x y
C : 1

α β
− =  από την εστία Ε και την ευθεία 

2α
δ : x

γ
=  είναι ίσος  µε 

γ

α
.
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Θέµα 10ο

A. Έστω α 2=�

, β 3=
�

 και 
�( ) οα,β 60=
�

�

. Προσδιορίστε το x R∈  στις παρακάτω περιπτώσεις.

i. Αν ( )( )2α 3β α xβ 2+ − =
� �

� �

   και      ii. Αν ( ) ( )2α 3β α xβ+ ⊥ −
� �

� �

B. ∆ίνεται η εξίσωση ( ) ( ) 01y5x32yxλ2yxκ =+−−+++ , Rλ,κ ∈ .

α. Να δειχθεί, ότι παριστάνει ευθεία για κάθε Rλ,κ ∈ .

β. Να δειχθεί ότι όλες οι ευθείες της παραπάνω µορφής διέρχονται από σταθερό σηµείο.

Θέµα 11ο

A. Για τα διανύσµατα α, β, γ
�

� �

 του επιπέδου ισχύουν α β γ 0+ + =
� �

� �

 και 3 α 4 β 12 γ= =
�

� �

, να

αποδειχθεί ότι:  i.  α || β
�

�

 και  ii. β || γ
�

�

.

B. Οι κορυφές Α, Γ τετραγώνου ΟΑΒΓ βρίσκονται αντίστοιχα στους άξονας x΄x και y΄y

συστήµατος συντεταγµένων xOy και η διαγώνιος ΑΓ περνά από το σηµείο ( )2,1Ρ . Υπολο-

γίστε τις συντεταγµένες των κορυφών του τετραγώνου.

Θέµα 12ο

A. Έστω 1 2 1 2x , x , y , y R∈  µε 1 112x 5y 1 0− + =  και 2 212x 5y 25 0− − = , να αποδειχθεί ότι:

( ) ( )2 2
1 2 1 2x x y y 4− + − ≥

B. ∆ίνεται η εξίσωση  2 2 2x y 4 y-2λx-3λ 0 , R− − λ = λ ∈

α. ∆είξτε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει δύο ευθείες ( ) ( )
21

εκαιε  κάθετες µεταξύ

τους  για κάθε Rλ ∈ .

β. Αν Β και Γ σηµεία των ευθειών 
21

εκαιε  αντίστοιχα µε τετµηµένη λ + 1 ,δείξτε ότι το

τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α και έχει σταθερό εµβαδόν , για κάθε Rλ ∈ .

γ. Για κάθε Rλ ∈  δείξτε ότι το Α κινείται σε σταθερή ευθεία.

Θέµα 13ο

∆ίνεται η εξίσωση  1
5λ

y

4λ

x
:C

22

=
+

+
+

.

α. Για ποιές τιµές των Rλ ∈  η παραπάνω εξίσωση παριστάνει υπερβολή;

β. Για τις παραπάνω τιµές των λ να βρεθούν οι εστίες της.

Θέµα 14ο

Α. Αν για τα διανύσµατα α, β, γ
�

� �

 ισχύει α β γ 1⋅ ⋅ =
�

� �

, να αποδείξετε ότι 2 2 2α β γ 3+ + ≥
�

� �

.

Β. Να βρείτε τον  γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου των οποίων ο λόγος των

αποστάσεων από τις ευθείες 1ε : x λy 0− =  και 2ε : x 2y 0+ =  είναι ίσος  µε 2.
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Θέµα 15ο

Α.Στο σύστηµα αναφοράς Οxy θεωρούµε τα σηµεία ( )2,3A , ( )0,1B  και ( )4,0Γ . Η ΑΓ τέ-

µνει τον Ox στο ∆ και η ΑΒ τον Oy΄ στο Ε.

α. Να βρείτε την τετµηµένη του ∆ και την τεταγµένη του Ε.

β. Αν Ι το µέσο του ΟΑ, Μ το µέσο του ΒΓ και Κ το µέσο του Ε∆, να δείξετε ότι τα σηµεία

Ι, Μ, Κ είναι συνευθειακά.

Β. Μια µεταβλητή ευθεία βxλy +=  τέµνει την παραβολή 2C : y 4x=  στα σηµεία Α, Β.

Να δειχθεί  ότι οι συνεταγµένες του µέσου Μ της ΑΒ είναι 
2

2 λβ 2
,
λλ

− 
  

. Κατόπιν να

βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος του Μ στις παρακάτω περιπτώσεις :

i. όταν είναι λ 1=  και β R∈        και        ii. όταν β 0=  και 
*λ R∈ .

Θέµα 16ο

Α. Έστω τα σηµεία ( )4,3Α − , 




 −− 2,

2

7
Β , 





 −

5

8
,0Γ , 





 −−

5

3
,

4

13
∆

i.   Να δείξετε ότι //ΑΒ Γ∆
���� ����

ii.   Να βρεθούν οι συντεταγµένες του σηµείου Ε, ώστε το ΟΒΑΕ να είναι παραλληλόγραµµο.

iii. Να δείξετε ότι το σηµείο 




 −

5

12
,

5

13
Ζ  βρίσκεται πάνω στην ευθεία Γ∆.

Β. Βρείτε τις εξισώσεις των πλευρών τριγώνου ΑΒΓ, όταν ( )A 4,1  και ένα ύψος του και  µια

διάµεσός του έχουν εξισώσεις   y x 1= − −  και 
1 3

y x
2 2

= +   αντίστοιχα.

Θέµα 17ο

Α. Αν 
→→→

+= j3i2ν
1

, 
→→→

−= j5i2ν
2

, 
→→→

−−= ji5ν
3  να βρεθούν :

i. Oι συνεταγµένες, τα µέτρα και οι συντελεστές διεύθυνσης των διανυσµάτων:
→→→

+=
211

v3v2w  ,  
→→→

−=
322

v3v2w   ,  
→→→

+=
133

v3v2w .

ii. Tο µέτρο 
→→→

+−
321

www .

Β.  Ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΒ ( )oÂ 90=  είναι εγγεγραµµένο στην παραβολή 
2C : y 2px, p 0= > .  Αν

η κορυφή Α έχει συντεταγµένες ( )2,p  να βρεθεί η εξίσωση της πλευράς ΑΒ.

Θέµα 18ο

Α. Έστω παρ/µο ΑΒΓ∆. Στις απέναντι πλευρές του Α∆ και ΒΓ παίρνουµε τα σηµεία Ε και Ζ

αντίστοιχα τέτοια ώστε : 
→→

= Α∆
3

2
ΑΕ  και 

→→
= ΒΓ
3

1
ΒΖ . Αν ( )0,3Α∆ =

→
 και ( )4,1ΑΒ =

→
, να

βρεθούν οι συντεταγµένες του 
→
ΑΡ , όταν 

→→
= ΡΖ2ΕΡ .
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Β. ∆ίνονται οι ευθείες:

( ) 03yx:ε
1

=−+ , ( ) 01yx3:ε
2

=−−  και ( ) ( ) ( ) 0µyµ2x1µ2:ε
3

=+−+−

α. Να βρεθεί το Rµ∈ , ώστε οι τρείς ευθείες να διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

β. Από όλες τις ευθείες του επιπέδου, που διέρχονται από το παραπάνω σηµείο, να βρε-

θούν εκείνες που σχηµατίζουν µε τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο.

Θέµα 19ο

Α. Το διάνυσµα 
→
α  έχει το ίδιο µήκος µε το διάνυσµα ( )6,8β −=

→
 και την διεύθυνση  του

( )γ 2, 2 3
→

= . Να υπολογισθούν οι συντεταγµένες του.

Β. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2 2x y 2xy 3x 3y 2 0+ + − − + =  παριστάνει δύο παράλληλες

ευθείες και στη συνέχεια να βρείτε το εµβαδόν του τραπεζίου που σχηµατίζουν οι ευθείες

αυτές µε τους άξονες.

Θέµα 20ο

Α. Έστω σηµεία Α και Β της ευθείας 
3

7
y

3

2
x =−  µε 1x

A
=  και 2x

B
= . Να βρεθεί ση-

µείο Μ τέτοιο ώστε 
→→→

=+ AB4MB3MA2 .

Β. Ορθογώνιο ΟΑΒΓ έχει σταθερή περίµετρο 2κ και τις κορυφές του Α, Γ στους θετικούς

ηµιάξονες Οx, Οy αντίστοιχα. ∆είξτε ότι η κάθετος από το Β στη διαγώνιο ΑΓ περνά

από σταθερό σηµείο.

Θέµα 21ο

Α. Να αποδείξετε ότι το σηµείο ( )M x, y  µε x 3 συν2θ= +  και y 1 συν2θ= + , θ R∈  βρίσκε-

ται για  κάθε θ R∈  πάνω σε ευθειά.

Β. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων ( )0 0M x , y  των οποίων η απόσταση από

τον y΄y  ισούται µε το µήκος της εφαπτόµενης  ΜΑ στον κύκλο ( )2 2C : x 1 y 1− + = .

Θέµα 22ο

Α. ∆ίδονται τα σηµεία ( )3,2Α  και ( )4,1Β − . Βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων για

τα οποία ισχύει 5ΜΒΜΑ 22 =−
→→

.

Β. α. Η προβολή της αρχής των αξόνων στην ευθεία (ε), είναι το σηµείο ( )2,3 . Να βρείτε

την εξίσωση της ευθείας ε.

β. ∆ίνεται η ευθεία (ε) 
1 1

y x
2 2

= +  και το σηµείο ( )A 3,1 . Να βρείτε τις συντεταγµένες του

συµµετρικού του Α ως προς την ευθεία (ε).
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Θέµα 23ο

Α. Ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχει κορυφή ( )A 1,2  και οι εξισώσεις των δύο διαµέσων του είναι

y 1=  και 
1 1

y x
3 3

= + . Να βρείτε τις εξισώσεις των πλευρών του.

Β. Αν ο κύκλος ( ) ( ) 222
ρ6y8x :c =−++  εφάπτεται στον κύκλο 

1
c  που έχει κέντρο ( )0,0Ο

και ακτίνα ρ, να βρείτε :

α. Την ακτίνα ρ.

β. Τα σηµεία της ευθείας 5-2xy = απο τα οποία οι εφαπτόµενες προς τον κύκλο c
1
 είναι

κάθετες.

(Απ.: α. ρ = 5, β. ( ) ( )5,5,7,1 −− )

Θέµα 24ο

Α. Οι ευθείες πάνω στις οποίες βρίσκονται οι πλευρές ενός ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΓ έχ-

ουν συντελεστές διεύθυνσης 1 2 3λ , λ , λ . Να αποδείξετε ότι 1 2 2 3 3 1λ λ λ λ λ λ 3+ + = − .

Β. Θεωρούµε την έλλειψη 
2 2x y

c : 1
9 4

+ =  και έστω Μ ένα τυχαίο σηµείο της. Να δειχτεί

ότι ο γεωµετρικός τόπος ορθόκεντρων των  τριγώνων 1 2A MA  ( 1 2A ,A  είναι σηµεία

τοµής της έλλειψης µε τον άξονα x΄x) είναι επίσης έλλειψη.

Θέµα 25ο

Α. Αν ( )Β 2,6  και οι εξισώσεις του ύψους και της διχοτόµου της γωνίας που φέρνουµε από

την ίδια κορυφή είναι αντίστοιχα 
1 15

y x
7 7

= +  και y 7x 5= − − . Να βρείτε τις εξισώσεις

των πλευρών του τριγώνου.

Β. Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής: ( )2y 2px p 0= >  που εφάπτεται στην ευθεία

ε : 3x 2y 3 0− + = .

Θέµα 26ο

Α. Έστω ( )M α,β  µε α, β 0≠ . Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το  Μ

και τέµνει τους άξονες σε σηµεία τα οποία ορίζουν ευθύγραµµο τµήµα που έχει µέσο το

Μ.

Β. ∆ίνονται τα σηµεία ( )K 7,0  και ( )Λ 7,0− . Να βρεθούν τα σηµεία ( )Μ x, y  που

απέχουν από την αρχή των αξόνων απόσταση 
12 2

5
 και για τα οποία ισχύει

( ) ( )MK MΛ 8+ = . Κατόπιν να βρεθεί το είδος του τετραπλεύρου που αυτά ορίζουν.
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Θέµα 27ο

Α. Να βρείτε τις εξισώσεις των πλευρών ενός τριγώνου ΑΒΓ, όταν ( )A 4, 5− −  και τα δύο ύψη

του έχουν εξισώσεις y x 1= − +  και 
2 2

y x
3 3

= − + .

Β. ∆ίνεται η παραβολή 2C : y 12x=  και το σηµείο ( )A 4,2 . Να βρεθεί η εξίσωση της

ευθείας  ε που περνάει από το Α και τέµνει τη C στα Β, Γ  έτσι ώστε το Α να είναι µέσο του

ΒΓ.

Θέµα 28ο

Α. Βρείτε τις εξισώσεις των πλευρών τριγώνου ΑΒΓ αν ( )A 1,2  και οι εξισώσεις του

ύψους και της διαµέσου που φέρνουµε από την ίδια κορυφή, είναι αντίστοιχα y 2x 4= +

και y x 1= − + .

Β. ∆ίνονται οι ευθείες ( ) 02κ3y1-λxλ2:ε
1

=+++ , ( ) ( ) 0λy2λx2λ-1:ε
2

=++− . Να βρε-

θούν οι Rλκ, ∈  ώστε οι  ευθείες ε
1
  και  ε

2

α. Να τέµνονται β. Να είναι παράλληλες.

Θέµα 29ο

Α. Να βρεθεί η εξίσωση ευθείας που περνάει από το ( )Α 3,0 και η οποία τέµνει τις

ευθείες µε εξισώσεις y 2x 2= −  και y x 3= − −  στα σηµεία Β και Γ αντίστοιχα, έτσι ώστε

το Α να είναι µέσον του ΒΓ.

Β. Έστω παραβολή 2
1C : y 2px= . Να βρεθεί ο τύπος που δίνει την απόσταση τυχαίου

σηµείου Μ της παραβολής από τη εστία Ε. Κατόπιν να αποδειχθεί ότι, ο κύκλος µε

διάµετρο τυχαία χορδή ΑΒ της παραβολής, που διέρχεται από την εστία, εφάπτεται της

διευθετούσας.

Θέµα 30ο

Α. Οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  που διέρχονται από την αρχή των αξόνων και έχουν

συντελεστές διεύθυνσης 1 2λ , λ  αντίστοιχα, τέµνουν την ευθεία ( )ε : y α=  στα σηµεία Α

και Β, αντίστοιχα. Οι κάθετες στις ( )1ε  και ( )2ε   στα  Α και Β αντίστοιχα τέµνονται στο Γ.

Να αποδείξετε ότι οι συντεταγµένες του Γ είναι 
( ) ( )1 2 1 2

1 2 1 2

α λ λ α λ λ 1
,

λ λ λ λ

+ − 
 
 

.

Β. Έστω τρίγωνο ΑΟΒ ορθογώνιο (κορυφής Ο) και ισοσκελές. Αν το ΑΟΒ είναι εγγε-

γραµµένο στην παραβολή 2C : y 2x= , να βρεθούν οι συντεταγµένες των Α και Β.
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Θέµα 31ο

Α. Οι δύο πλευρές ενός παραλληλογράµµου έχουν εξισώσεις: y 2x 5= +  και 
1

y x 2
2

= + . Το

δε σηµείο τοµής των διαγωνίων του έχει συντεταγµένες ( )1,4 . Να βρείτε:

α. Τις εξισώσεις των άλλων πλευρών  και των διαγωνίων.

β. Τις εξισώσεις των υψών του.

Β. Έστω 2C : y 2px=  και ( )1 1A x , y , ( )2 2B x , y  σηµεία της. Να αποδειχθεί ότι η ΑΒ περνά

από την εστία Ε της C αν και µόνο αν ισχύει 2
1 2y y p= − . Κατόπιν να υπολογισθεί το

γινόµενο 1 2x x⋅ .

Θέµα 32ο

 Α. Οι συντεταγµένες των σηµείων ( )A α,2 , ( )Β β,3  και ( )Γ γ,1  µε την σειρά που δίνονται,

αποτελούν διαδοχικούς όρους αριθµητικής προόδου. Να τοποθετήσετε από τον µικρό-

τερο προς τον µεγαλύτερό τους συντελεστές διεύθυνσης των ευθειών ΑΒ, ΓΒ και ΑΓ.

Β. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και τον περιγεγραµµένο κύκλο του µε κέντρο Ο και ακτίνα R. Να

αποδείξετε ότι 
3

συν2Α συν2Β συν2Γ
2

+ + ≥ − .

Θέµα 33ο

 Α. Θεωρούµε τα σηµεία ( )B α,β  και ( )Γ γ,β  µε α, β, γ ακέραιους και γ α> . Αν ( )Α κ,λ είναι

σηµείο του καρτεσιανού επιπέδου, τέτοιο ώστε ΑΒ ΒΓ ΓΑ= =
�� �

, να αποδείξετε ότι οι κ

και λ δεν µπορεί να είναι ταυτόχρονα ακέραιοι.

Β. Έστω η παραβολή 2C : y 4x=  και ( )1 1A x , y , ( )2 2B x , y  σηµεία της για τα οποία ισχύει

1 2
4 3

y y
3

+ = . Να δειχθεί ότι η ΑΒ σχηµατίζει σταθερή γωνία µε τον  x΄x και να βρεθεί

ο γεωµετρικός τόπος του µέσου Μ της ΑΒ.

Θέµα 34ο

Α. Να βρείτε για τις διάφορες τιµές του κ R∈  τις σχετικές θέσεις των ευθειών:

1ε : x y 1+ = , 2ε : x y κ+ = , 3ε : κx y 1+ = .

Β. Στην έλλειψη 2 2x 5y 20+ = , να βρείτε σηµεία της  Μ τέτοια ώστε: MΕ΄ ME⊥  όπου

Ε και  Ε΄ είναι οι εστίες της έλλειψης.

Θέµα 35ο

Α. Για ποια τιµή του κ R∈  οι ευθείες: 1ε : κx y 1 0+ + = , 2ε : x κy 1 0+ + = ,

 3ε : x y κ 0+ + =   διέρχονται από το ίδιο σηµείο.



225.Επαναληπτικά – συνδυαστικά θέµατα

i. Να βρείτε τη σχετική θέση των ευθειών: ( )
1ε : λx λ 1 y 1 0− + − =  και

2ε : x 2y λ 2 0− + − =  για τις διάφορες τιµές του λ R∈ .

ii. Αν οι ευθείες 1ε  και 2ε  τέµνονται, να αποδείξετε ότι το σηµείο τοµής της Α

κινείται σε σταθερή ευθεία.

Β. Να δειχθεί ότι η εξίσωση ( ) ( ) ( ) 01y1-λx1λ-xyλ1yλxλ 222 =+++−+−  παριστάνει δύο

κάθετες µεταξύ τους ευθείες ,για κάθε Rλ ∈ .

Θέµα 36ο

Α. Να βρείτε τις τιµές των λ,µ R∈  για τις οποίες οι ευθείες: 1ε : x µy 1 0+ + =  και

2ε : 2µx 2y λ 0+ + =  είναι παράλληλες και η απόστασή τους είναι ίση µε 2 2 .

Β. Να βρεθεί η  εξίσωση της υπερβολής 
2 2

2 2

x y
1

α β
− =  που έχει κορυφές τις ευθείες της

έλλειψης 
2 2x y

c : 1
25 9

+ =  και έχει εστίες τις κορυφές της έλλειψης.

Θέµα 37ο

Α. ∆ίνονται τα σηµεία ( )Α 4,2  και ( )Β 3, 5−  και η ευθεία ε : 7x y 23 0+ − = . Να βρεθεί

σηµείο Μ της ε ώστε το τρίγωνο ΑΜΒ να είναι ορθογώνιο στο Μ.

Β. Έστω α 2=�

, β 5=
�

 και  
�( ) 2π
α,β

3
=

�

�

.  Αν δ 5α 4β= +
� �

�

 να υπολογιστεί το δ
�

.

Θέµα 38ο

Α. Οι ευθείες ( ) ( )
1ε : ηµα x συνα y 1 0− + = , ( ) ( )2ε : συνα x ηµα y 1 0+ − = , 3ε : x y 2+ =  και






∈+=+

2

π
0,αηµα,κσυναλyxκ2:ε

4
   διέρχονται από το ίδιο σηµείο. Να βρεθεί ποιά

γραµµή διαγράφει το σηµείο (κ, λ) , όπου ταν 
π

α 0,
2

 ∈  
.

Β. ∆ίνεται η παραβολή 2C : y 4x=  και η ευθεία ε : 4x 3y 6 0− − = . Να βρεθεί το σηµείο

της παραβολής  που έχει τη µικρότερη απόσταση από την ευθεία.

Θέµα 39ο

Α. ∆ίνονται οι ηµιευθείες y λx=  και y λx= −  µε 0 λ 1< <  και x 0>  και η ευθεία (ε) τις

τέµνει στο σηµείο Α και Β. Να βρεθούν οι συντεταγµένες των Α και Β συναρτήσει των

συντεταγµένων ( )x, y  του µέσου Μ του τµήµατος ΑΒ.
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Β. Αν η ευθεία (ε) κινείται έτσι ώστε να ισχύει :
2OA OB 1⋅ = − λ

���� ����

, να δείξετε ότι το σηµείο

Μ γράφει τον κλάδο µιας υπερβολής.

Θέµα 40ο

 Κάθε χρονική στιγµή 0t ≥  δύο πλοία 
21

Π,Π  βρίσκονται στις θέσεις ( )4tt,Π
1

+  και

( )1t2t,-1Π
2

+  αντίστοιχα.

α. Υπάρχει περίπτωση τα πλοία να συγκρουσθούν;

β. Να βρεθεί η εξίσωση της πορείας κάθε πλοίου.

γ. Να βρεθεί η απόσταση των πλοίων την στιγµή που ξεκίνησαν και την χρονική

στιγµή 2t = .

δ. Οι πορείες των πλοίων συναντώνται;

Θέµα 41ο

Α. ∆ίδονται τα σηµεία ( ) ( )1,1B,2,3A − . Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων

( )y,xM  του επιπέδου ώστε 
2 2

MA MB OA·OB− =
����� ����� ���� ����

.

Β.  Να βρεθεί η αµβλεία γωνία που σχηµατίζουν οι ευθείες: 0y3xy7x2 22 =+− .

Θέµα 42ο

Α. ∆ίδονται τα σηµεία ( ) ( )2,5Βκαι4,3Α − . Βρείτε σηµείο ώστε το τρίγωνο ΜΑΒ να είναι

ισοσκελές µε εµβαδόν 10 τµ.

Β. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ( )2,1Α . Αν οι ευθείες ( ) 02yx:ε
1

=−−  και ( ) 05yx3:ε
2

=++ , είναι

οι µεσοκάθετες των πλευρών ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα, να βρεθούν οι κορυφές Β και Γ.

Θέµα 43ο

Α. ∆ίνονται οι ευθείες ( ) ( ) 0λ-y1-λxλ:ε
1

=+  και  ( ) 01-λ-yλxλ:ε
2

=+ . Να βρεθεί ο γε-

ωµετρικός τόπος του σηµείου τοµής τους.

Β. i. Να βρεθεί Rµ∈  τέτοιο ώστε οι ευθείες µε εξισώσεις ( ) ( ) 03µyµx3µ:ε
1

=−+−+  και

( ) ( ) ( ) Rµ0,10-7µ-y4µ3x2µ:ε
2

∈=+++  να είναι κάθετο.

ii. Να δείξετε ότι οι ευθείες ε
1
 και ε

2
  διέρχονται από το ίδιο σταθερό σηµείο.

Θέµα 44ο

Ένα εκπαιδευόµενος πιλότος Α κινείται µε το αεροσκάφος του σε τροχιά ως προς ένα

καρτεσιανό σύστηµα αναφοράς ώστε κάθε χρονική στιγµή η θέση του να δίνεται από το

σηµείο ( )λ2,λM 2 , Rλ ∈
Α.  i. Να βρεθεί η εξίσωση της τροχιάς του.

ii. Ένας άλλος πιλότος Β κινείται στην ίδια τροχιά έτσι ώστε το άθροισµα των τεταγ-

µένων των θέσεων του Α και του Β να είναι ίσο µε 34 . Να δειχθεί ότι η ευθεία που

διέρχεται από τις θέσεις τους κάθε χρονική στιγµή σχηµατίζει σταθερή γωνία µε τον

άξονα xx΄.
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B. i. Ο εκπαιδευτής τους κινείται έτσι ώστε να βρίσκεται στην ίδια ευθεία µε τους δύο

πιλότους Α και Β και σε ίση απόσταση από αυτούς. Να βρεθεί η εξίσωση της τροχιάς του.

ii. Τη χρονική στιγµή κατά την οποία η τεταγµένη του αεροσκάφους του πιλότου Α

είναι 2, ο πιλότος εκτοξεύει ρουκέτα, µε σκοπό να πλήξει στόχο µε συντεταγµένες

( )0,1Σ − . Αν θεωρηθεί ότι η τροχιά της ρουκέτας είναι ευθεία εφαπτόµενη στην

τροχιά του αεροσκάφους εκείνη την χρονική στιγµή, να ελεγθεί αν ο πιλότος θα

πλήξει το στόχο.

Θέµα 45ο

Α. Έστω Α, Β σηµεία της παραβολής 2C : y 2px=  µε A B≠  και ( )0 0M x , y  το µέσον  του

ΑΒ µε 0y 0≠ . Να δειχθεί ότι η ευθεία  ΑΒ έχει συντελεστή κατεύθυνσης ίσο µε 
0

p

y
.

Β. Να βρεθεί η σχετική θέση των ευθειών :

( ) 1λy2-λxλ:ε
1

+=+  και ( ) ( ) λy2-λ-x1λ:ε
2

=+  , για τις διάφορες τιµές του Rλ ∈ .

Θέµα 46ο

Α. ∆ίνονται οι ευθείες  ( ) 0ΓyΒxΑ:ε
1111

=++  και ( ) 0ΓyΒxΑ:ε
222

=++  οι οποίες τέ-

µνονται στο σηµείο ( )
11

y,xΚ . Να δειχθεί ότι οι ευθείες :

( ) ( ) 0ΓyBxΑµΓyBxΑλ
222111

=+++++  , µε *Rµλ, ∈  διέρχονται από το σηµείο Κ.

Β. Να αποδείξετε ότι οι ελλείψεις 
2 2

1 2 2

x συν y
C : 1

α β
+ =  και 

2 2

2 2 2 2 2

x y
C : 1

α λ β λ
+ =

+ +
, α β>  έχ-

ουν τις ίδιες εστίες για κάθε λ R∈ .

Θέµα 47ο

Αν 0γβyxα:ε =++  µε 0α ≠  ή 0β ≠  και ( )
11

y,xΜ  τυχαίο σηµείο του επιπέδου µε

( )
22

y,x΄Μ  το συµµετρικό του Μ ως προς την ευθεία ε να αποδειχθούν :

i . ( ) ( ) 0γ2yyβxxα
2121

=++++ ii . ( ) ( ) 0yyαxxβ
2121

=−−−

Θέµα 48ο

Α. ∆ίνονται οι ευθείες 1ε : λβx αy λαβ− =  και 2ε : βx λαy αβ+ = , όπου λ 0≠  και τα ση-

µεία ( )2Κ α β,0− , ( )2 2Λ α β ,0− − , όπου 0 β α< < . Να δειχθεί ότι για το σηµείο

τοµής Μ των 1 2ε , ε  ισχύει ( ) ( )ΜΚ ΜΛ 2α+ =  για κάθε *λ R∈ .

Β. ∆ίνεται η έλλειψη 
2 2

2 2

x y
C : 1

α β
+ =  και το σηµείο ( )0 0Μ x , y  που έχει µέσον το σηµείο Μ.

Κατόπιν να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος του Μ αν η χορδή έχει σταθερό συντελεστή

διεύθυνσης λ.
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Θέµα 49ο

Έστω α, β ακέραιοι τέτοιοι ώστε τα διανύσµατα ( )β-2,1u =
→

 και είναι κάθετα.

Να αποδείξετε ότι:

α.  Ο ακέραιος β είναι περιττός.

β.  Αν *δ Ζ+∈  και τέτοιος ώστε να ισχύουν: αν1/δ −  και 2νβ/δ +  µε *Νν∈  να δείξετε

ότι δ = 1

(Απ.: β = 2α + 1)

Θέµα 50ο

∆ίνεται η ευθεία 
2 2

: x y 6ε α + β = αβ
�� � ���

. Αν σχηµατίζει µε τους άξονες του ορθοκανονικού

συστήµατος τρίγωνο µε εµβαδόν 18, να δείξετε ότι 
→→
β//α .

Θέµα 51ο

Να βρείτε σηµεία της ευθείας 04y-x =+ , µε συντεταγµένες ακέραιους αριθµούς, τα οπο-

ία να απέχουν από την ευθεία 0414y-3x =+  απόσταση που είναι αριθµός ακέραιος.

(Απ.: ( )M 5κ 1, 5κ 3 , κ Ζ− + ∈ )

Θέµα 52ο

∆ίνεται το κλάσµα 
5ν3

9ν4

+
+

 µε ν θετικό ακέραιο. ∆είξτε ότι οι τιµές του ν για τις οποίες το

κλάσµα απλοποιείται είναι τεταγµένες σηµείων της ευθείας µε εξίσωση 04-y-x7 = .

( )ν 7λ 4, λ Ν*= − ∈Απ. :

Θέµα 53ο

Αν ( )k,λ  είναι σηµείο της ευθείας που διέρχεται από τα σηµεία ( )5,4Α  και ( )2004,2003Β  µε

k,λ ∈ Ζ , τότε ο αριθµός  k . λ  είναι άρτιος.

Θέµα 54ο

∆ίνονται τα παράλληλα διανύσµατα ( )νµ,u =
→

 και ( )λκ,υ =
→

, µε κ, λ, µ, ν θετικούς ακε-

ραίους. Να αποδείξετε οτι ο αριθµός α β
�� �

 είναι ακέραιος.
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